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1. 


Memoire sur la question reciproque du centre 
de percussion, | 


(Par M. Steichen, professeur ä l’Ecole militäire de Bruxelles.) 


gm etablir la solution de la question que nous avons en vüe, sur un fonde- 
ment solide, nous nous voyons oblige de reproduire d’abord un passage de notre 


memoire sur les axes permanents de rotation, insere dans [Archive mathematique 


de Mr. A. Grunert de (1844 — 1846). 


1. 


Un corps solide est invariablement lie a un point fixe (O), interieur ow 
exterieur, et lon demande autour de quel axe OK en ce point, ıl faut le faıre 
tourner pour que les forces centrifuges qui naissent de cette rotatıon se fassent 
equilibre par le moyen du seul point fixe? 

Solution. La condition d’equilibre est evidemment remplie, si l’on ex- 
prime par le calcul que la somme algebrique des energies des forces centrifuges 
ou des reactions diinertie normales A tourner laxe de rotation OK autour dune 
droite quelconque en (O), situee dans le plan perpendiculaire ä sa direction, est 
nulle. ’A cet effet considerons la rotation du solide autour de OK ä un instant 
quelconque, OK etant d’abord cense fixe, et concevons par le point donne trois 
axes rectangulaires OA, OY, OZ dont le premier coincide avec la droite OK, 
inconnue de direction, tandis que les deux autres se trouvent dans un plan en (O) 
normal a OK; a ce m@me instant le centre d’inertie J du solide occupera dans 
l'espace une certaine position. Concevons par ce centre ] trois autres axes recian- 
gles /x, Jy, Iz, respectivement paralleles aux premiers axes; enfin imaginons au 
m@me point J les trois axes dinertie /x‘, Jy‘, Jz‘ lesquels seront en general diri- 
ges autrement que ceux du second systeme, sans cesser d’etre rectangulaires 
entr'eux. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 1. 
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Soient (A, Y, Z) (x, y, z) (=, y‘, 2‘) les coordonnees d’un point materiel 
m quelconque du solide, rapporte tour-a-tour aux troix systemes d’axes coordon- 
nes (OA,.) Ix,..) (Ix‘..), pour linstant dont il sagit; et nommons «, Y, z, les 
coordonnees au m&me instant du centre /, rapport€ au premier systeme d’axes, 
tandis que S, 7, U denoteront les coordonnees du point fixe (O) par rapport aux 
axes dinertie Jx‘, /y’, Jz‘, lesquels sont mobiles avec le corps, 

Si pour abreger et soulager en m@me temps la me&moire, on dresse le 
tableau de notation: 


cos(X,x’) = cos(z,x‘) =a, cos(F, x’) cos(y,a°’) = ß, 
cos(yy)=P), 


cos(X, 2) = cos(z,2)= a”, cos(F,z’) = cos(y, 2‘) = ß”, 


m 

© 

[n 

k 

- 
Ne 
wo 


cos(x,y‘) = u‘, cos(Y,y‘) 


cos(Z,x’) = cos(z,2°) = y 
cos(Z,y’) = cos(z,y’) = y’ 


cos(Z,2) = cos(z,2'),= Y" 


on obtient par la transformatıion bien connue des coordonnees: 


TC 


y 


- 
A 


&.x" + a’, y‘ nu ar 
B.x’ + B'.y' + P".2', 
y.ac + yi.y' + y“ 2"; s 


et les equations de condition entre les co@fficients de direction «. y“: 


a a? a? 


1 £ B?+ B” + 8° — 1 N ryery” — 1, 
aß + a/ß’ + a‘ 5“ — 0 i By+PB'y'+Pß"y“ _— 0 N yatyaty'a'= 0. 


Pour fixer les idees, supposons que le centre d’inertie / se trouve dans 
le tri-rectangle des A, Y, Z positifs, et comptons les x, y, z, dans le m@me sens 
que les X,Y,Z. Le point fixe (O) se trouvera donc ainsi dans le tri-rectangle des 
x,y,2 negatifs, et les quantites —&,, —Y,,; —2z, exprimeront parconsequent les 
coordonnedes de (O), rapporte aux axes /a, Jy, Jz. Mais deja S, T, U exprı- 
ment les coordonndes de (0), rapport€ aux axes Jx‘, Jy‘, Iz‘: on aura donc 


x, y,z, par les formules: 


a.5+ 0, T+o”U, 
B-S+ P.T+ PB". U, 


_ £, 


—y, 


-,=yS+yY.T+y" UV. 





EN a ER RER 


ET EN BER 
2 ae a, ea 


SV ee Ken eK A a 8 
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Pour passer ensuite des coordonnees (A, Y,Z) ä celles (x, yY,2), on a: 
X=aı+u , Y=y+y, „ Z=z+z, partant: 
X =x.y+a.ytay,tay, ; XZ=22+2.2+0.2,+2,.2, 
Y.Z=y..4yn2ty.3, 4 Yo 
et comme par hypothese les plans coordonnees x7y, xiz, yız, passent par le cen- 
tre dinertie du solide, on obtient: 
2m =0 ,„ Zmy=0 „ Z.mz=V0; 
ainsı, M designant la masse entiere du solide, on conclut de la: 


S.m.X.Y = M.ax,y,+Z.m.xy ,„ 3.m.Y.Z = M.y,z,+ X.m.yz, 
&.m.X.Z = M.a,.,+ 3.m.xz. 

Mais la ligne OK ou OX devant ätre laxe d’equilibration des forces cen- 

trifuges, ıl faut que la somme de leurs moments ä tournerOX autour d’un autre 


axe quelconque tel que OY ou OZ, soit nulle; cest ce qu'on exprimera, en po- 
sant ä la foıs: 


3.m.24 =0 ,: 3:m.I20 
ou, en faisant uniquement: S>.m.AY =0; 


laxe OY etant considere dans ce dernier cas comme une droite arbitraire, situee 
dans le plan normal en (O) ä l’axe OX. Ainsi, en se donnant cette latitude, on doit 


se borner ä faire par suite de la derniere Egalite: 
M.a,y, + 3.m.ay=VQ. 


Si l’on substitue dans celle-ci les valeurs de x,y et de x,y, en fonction 
de x'y'z‘,aß,y..y“, $,T, U, on obtiendra l’Equation de condition generale qui suit: 


aß(M.S+F8.ma”)+ aß (M.T+&.my”)+a"ß"(M.U’+-3.mz?), 
+(aß’ +0‘) M.S. T+(aß"+a"ß) M.S.U+ (aß Haß )M.TU) 
Celle-cı, devant subsister d’ailleurs quelles que soient les valeurs de 2, ß‘,ß“, aura 


encore lieu quand on fera tour-ä-tour chacune de ces quantites egale a zero; ce 
qui revient ä diriger l’axe /y dans le plan fixe yJz, suivant une normale & 


Ix' pour £?=0 , äJy‘ pour ’=0 , Jz pour Pf=V, 
Si donc on pose pour abreger: 


MST=f ,„ MSU=g ‚„ MTU=h, 
1 * 
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E.my”— 3.m:”+M.T— M.U: =#B'‘, E 

S.mx”" — 3.mz?”+M.® — MU = 4, j 

on obtient les equations suivantes, toutes issües de la condition generale: i 

aa”, B' ta a'.f— aa. + (a? — a").h = ..... Tr’ i 

aa, AH Wa fra" — a)g—aah —=O..... I \ 

aa’ (A'— B)+ (a — a)f+ aa”. g—aa“.h=0 ..... II } 

et dont la derniere n'est generalement qu’une consequence identique des deux ; 

premieres. Multipliant en effet la premiere par a, la deuxieme par a‘, et retran- E 

chant membre-a-membre, on obtient, apres avoir supprime le facteur a“, com- } 

mun aux termes restants, la troisieme Equation, I 

En faisant dans ces m@ömes equations (I, IL“, IT): : 

& = C0SJF.C0$SY » a’ = c05s#.$inn , a” = sin F, 5 

’ . 3 

tang$ = z , tangn = Z, on trouve lequation ; 

% 

4.2 +B,.2+0.2+D, = 0, - 

dans laquelle les co@flicients A,B,C,D, ont les valeurs suivantes: : 

A,= M’(B—-(C).$.T.U, 
B,= M’(C — A).8S.T.U+ M’B— A).S.U’+ MC— BD S(T— $S°).S.U 
+ M(B—-C)(B—-A)S.T, 

C,= M’(C— B).S$.T.U+M’(A—B).T.U’+ M(C — A)\S’— T?).T.U ’ 

+ M(B—- A)\(C— A).T.U, \ 

D, = M*(A—C).S.T.U. 4 

A, .B, C denotent les trois moments d'inertie principaux du centre. \ 

a cin men u) (2) (9) (2) ce 

En designant maıntenant par v)’\v):’\0)’\m) °e que eviennent ö 

les rapports A,: U, B,:U, etc. etc. pur U=(, on en deduit cette autre 4 


equation du troisieme degre: 


DEETOEETOE GEN 


qui pourra servir ä determiner les trois axes permanents du solide relatıfs A un 


point pris dans le plan diinertie central «’Jy‘. 


Mais cette maniere de proceder ne serait gu&res propre ä assigner la po- 
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1) 


sition mutuelle de ces lignes, ni a faire ressortir les proprietes generales et preci- 
ses auxquelles il importe de sattacher avant tout, et que l’on peut deduire imme- 
diatement des Equations (l‘, I‘, III). En faisant remarquer en effet que pour 


U=0,onaaus g=0,h=0, on obtient les conditions simplifides: 
(1.) a“. B +oa'.f=V0 i A'=M.S+C-—-A 
(2.) wa”. B’+ aa”. f= 0 i B'=M.T’+C—B 
3.) a (A—B) +” — )f=0 , A—-B=M(&— T)+B—A. 


Sı Ion supprime d’abord le facteur a“ dans chaque membre des deux 


premieres, on oblient: 
a.B+af=V0 ,„ aA+uf=0; 
tirant de lä les valeurs de a‘, et les egalant entr’elles, on a: 
(’—- A4.BD)a = 0, 


et comme on ne saurait avoir generalement le premier facteur nul, on doit faire 
&=0, ce qui donne parconsequent «“—=0, partant «= =]1; ainsi dans 
ce cas l’un des trois axes permanents est perpendiculaire au plan principal du 
centre sur lequel se trouve place le point fıxe (O). 

(Quant aux deux autres axes permanents en ce meme point, ıls occupent 
une position qu’on peut encore deduire de l'analyse precedente. En effet, les 
equations (1, 2) doivent @tre satisfaites aussi par !hypothese de a“ =, ce qui 
laisse «, a‘ encore inconnus; mais comme on a outre l’equation (3), celle-cı: 


+ ua” — 1, 


ıl sensuit quon a deux relations pour determiner deux inconnues. En prenant 


a = cosp’, cosy“, on obtient par l’elimination: 


2,7 1 1 u A— B iin 
cos’p 3 r3' ya’ BP +4f2]’ 
un B’ 


| Id 


een 

Les formules (1‘,11/, III’) et lesresultatrelatifäl'un desaxes permanents d’un 
point (O) pris sur un plan d’inertie central, nous seront surtout utiles dans la 
question importante et difficile que nous voulons traiter. En outre nous aurons 
besoin de presupposer quelques fois tacitement la connaissance de certaines au- 


tres propridtes des axes permanents, encore peu repandues et donc plusieurs sont 
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memes nouvelles; il nous parait donc ä la fois opportun et necessaire d’en donner 
ici l’enoncd en langage ordinaire, degage de tout embarras de transformations 
analytiques. Le lecteur exerc€ pourra verifier tous ces &nonces par le moyen de 
l’analyse generale que lon vient d’exposer; et sıl tient A y parvenir par une voie 
plus naturelle, il pourra consulter notre memoire, cit€ plus haut, qui renferme ä 
cet egard tous les developpements desirables. 

I. Quand un corps solide est pourvu d’un point fixe, situ dans l’un des 
plans d'inertie principaux du centre, l’un des trois axes permanents de rotation en 
ce point est toujours perpendiculaire au plan dont il sagit; les deux autres occu- 
pent dans ce plan une position qu’on peut toujours calculer. 

II. Quand le point fixe est situe sur [un des trois axes d’inertie du cen- 
tre, l’un des trois axes permanents en ce point coincide avec cet axe dinertie cen- 
tral m&me; et les deux autres sont (contrairement ä une assertion de Poisson) 
paralleles aux deux lignes principales restantes du centre. 

ll. Dans un solide de revolution un des trois axes permanents relatifs 
äun point fixe quelconque, est toujours perpendiculaire au plan determine par le 
point fixe et par l’axe de figure du solide. De plus, les deux autres axes occupent 
dans ce plan une position que le calcul fournit assez aisement, La m&me pro- 
priet€ subsiste pour le cas un peu moins particulier d’un solide ayant deux mo- 
ments d’inertie principaux du centre egaux entr’eux; et alors laxe du moment 
inegal remplace l’axe de figure dans l'enonce precedent. s 

IV. Dans tout systeme de points materiels disposes dans un me@me plan, 
lun des trois axes permanents est, comme on le savait d’ailleurs, normal au plan 
pour tout point fixe du systeme; mais sur l’axe principal du moment d’inertie 
maximum du plan, il existe toujours deux centres des rayonnement d’axes per- 
manents dans le plan: on peut les nommer les foyers mecanıques du systeme; 
on en trouve la distance au centre d’inertie, en divisant la difference des deux 
moments dinertie principaux par la masse du systeme, et extrayant la racine quar- 
ree du resultat. Exemple: les foyers mecaniques de la surface elliptigue homo- 
gene se trouvent places sur le petit axe de la courbe-limite, de Ja maniere m&me 
dont les foyers optiques ou geometriques sont distribues sur le grand-axe. 

V. Pour les solides homogenes de premiere clase (A=B=()un 
point fixe quelconque, interieur ou exterieur, est un centre de rayonnement plan- 
normal d’axes permanents; c’est-ä-dire que-tous les axes en ce point, situds dans 
un plan normal ä la droite tirde de ce point au centre, sont des axes permanents 


de rotation du solide, et correspondent tousä des moments d'inertie egaux du solide. 
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VI. Pour les solides de revolution, un point quelconque pris sur laxe de 
figure peut et dvit toujours @tre considere comme un centre de rayonnement 
plan- normal d’axes permanents. 

VI. Sı au sommet de lellipse de rayonnement, decouverte par Mr. Binet, 
on construit une surface conique vulgaire dont l'axe coincide avec la tangente ä 
la courbe en ce point, les moments d’inertie du solide relatifs aux generatrices du 
cöne, sont egaux enlreux; et cependant ces generatrices ne sont point des axes per- 
manents de rotation en ce point. Une propriete analogue subsiste pour les som- 
mets du petit axe de la courbe, et pour les sommets reels de !hyperbole de rayon- 
nement. (Voir notre memoire cite plus haut et les ($.13 et 14) de celui-ci pour 


quelques applications utiles.) 


2. 


Examen d’un eas particulier de la question reeiproque. 


Nous ne sachions pas que le question du centre spontane et de l’axe spon- 
tane de rotation soit resolue pour tous les cas en general; et jusqu’ä ce jour on 
connait ä peine la signification et la position de ce point et de cet axe pour le cas 
olı un corps solide serait ebranl€ par une force de percussion dirigee dans l’un 
des trois plans principaux du centre d’inertie. Or sans avoir besoin de reprendre 
les choses de bien loin, on peut d’abord resoudre ce cas particulier de la maniere 
sulvante: 

Soit (T) le centre diinertie du solide, et nommons, comme plus haut, 7x“, 
Iy’,Iz' ses trois axes dinertie en ce point; on peut admettre qu’une force ideale 
de percussion F agisse instantanement dans le plan x’Iy‘ sur le solide, pour lui 
communiquer un effet dynamique fini, plus ou moins considerable. D’apres la 
iheorie des axes permanents ($. 1) et la question directe de la percussion, il doit 
donc exister pour le solide un axe permanent OX normal au plan x‘y’ quiil ren- 
contre quelque part en un point (O) tel que le point de rencontre de la ligne 
d’action de la force F avec le plan tir€ par / normalement ä F, en soit le centre 
de percussion; et ce point de rencontre IT sobtient, si !’on abaisse dans x“. y’ de 
I sur F une perpendiculaire //I. Mais en designant par C le moment dinertie 
du solide, relatif ä l’axe /z‘, et par P le plan mene suivant /71 normalement ä 
F, on voit que ce plan devra renfermer l’axe /z’ et l!’axe OX auquel correspond 
le point IT comme centre de percussion. Ainsi le point (O) sera sur la ligne /1/ 


prolongee, et M exprimant la masse du corps, nous aurons par la theorie directe: 
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et comme on a aussı O/T = O/-+ III par lidentite geometrique, on en con- 


clut immediatement: 


OI = C:M.In. 


Puisque done €, M, JIT, sont presentement les donnees directes de la 
question, il siensuit que l'on connait la distance /O dont il faut prolonger la 
droite /1J pour avoir le point (O) et partant l’axe OX qui est d’ailleurs normal au 
plan principal x'/y‘, et forme un axe permanent de rotation relatif au point (O). 
Le point (0) et laxeOX ainsi determines, sont ce que l’on doit nommer le centre 
spontane et laxe spontan& de rotation, correspondant au mode actuel d’applica- 
tion de la force F. Aınsi, quand cette force percute le solide, pourvu du point 
fixe (O), celui-ci et laxe OX n’en Eprouveront aucune secousse, aucun choc; 
neanmoins il faut qu’ apres lacte de la percussion, le point (O) continue ä rester 
fixe et ä Ötre retenu nimporte par quel obstacle mecanique; car s’il devenait libre 
de se mouvoir, il serait emporte avec laxe OA dans l’espace sous l’action inces- 
sante et continue des forces centrifuges ou reactions d’inertie normales qui nais- 
sent de la rotation du solide ebranl& autour de laxe IX: ces forces se font en 
effet lequilibre de rotation sur cet axe, puisquil est permanent; mais elles ont 
une resultante unique et effective, passant par le point fixe (O) et que celui-cı 
doit detruire constamment. 

Supposons que l’on fasse mouvoir la ligne daction de F tangentiellement 
a une circonference de cercle trace dans le plan d'inertie x’/y‘ et concentrique 
au point (7); le point (O) decrira sur ce plan une autre circonference d’un rayon 
C: M.IIT, etllaxe OA deerira une surface cylindrique dun rayon egal, et con- 
centrique a laxe /z‘. Cette propriete de reciprocite entre le centre de percussion 
et le centre spontane de rotation est donc parfaitement analogueä celle de Auygens, 
relative aux centres doscillation et de suspension dans un corps pesant, oscıllant 
autour d’un axe horizontal- permanent de suspension. 

Si la force de percussion etait dirigee dans le plan d’inertie y’Jz‘, le centre 
spontane correspondant (O,) se trouverait dans ce plan sur le prolongement con- 
traıre de la perpendiculaire II, abaissee de / sur la ligne d’action F, et a une 
distance /O, donnee par l’egalite 


IO, = A:M.II, 


A marquant le moment d’inertie relatif a l’axe /x‘. De m&me dans le plan d’inertie 


z'Ix' on aurait: 
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IO, = B:M.In,. 


On- voit donc qu'il y a trois centres spontanes principaux , correspondants & trois 
lignes d’action principales de la percussion, de meme qu'il y atrois centres de 
percussion principaux. 

Cette simplicit€ de notions et cette facilit@ de construction qu’on vient d’e- 
tablır, ne se maintiennent plus pour le cas plus general de la question reciproque 
des centres de percussion; voici d’abord !&nonce d’apres lequel elle nous parait 


devoir @tre concue: 
3. 


La lıgne d’action suwant laquelle une force de percussion doit ebran- 
ler un solide, est donnde de direction et de position; on demande quel point 
(0) du solide ıl faut rendre fixe, pour que la secousse Eprouede par le point ä 
Tinstant du choc soit nulle, et que le moueement de rotatıon ait lieu autour 
dun axe permanent du meme point. 

Solution. Nommons OX laxe d’ebranlement lequel doit ötre un des axes 
permanents du point inconnu (O), situd generalement en dehors de chaque plan 
dinertie central; et concevous le plan indefini P, determine par la ligne OX et 
le centre dinertie 7; ıl devra ätre perpendiculaire ä la ligne d’action de la force 
percutante F. Concevons en outre suivant cette ligne de F un plan P‘, normal 
a la ligne inconnue OX quiil coupera au point (O) m&me. En effet les conditions 
de la question sont evidemment satisfaites, si le plan P‘ men suivant F, est un 
plan permanent pour le point (0) du solide, et si en outre la distance entre (0) 
et F dans P‘ est convenable. La question est donc ramenee aux terınes suivants: 

Par le centre d'inertie I dun solide on,.mene un plan P normal a une 
droite donnde F, et suivant cette droite on conduit un plan P', d’abord arbı- 
traıre pour le reste: on demande quelle position ıl faut donner a ce plan P* 
aulour de F’ pour quil soit possible de trouwer sur la droite diintersection 
(P, P') des deux plans P, P', Tun fixe, Pautre susceptible de tourner sur F, 
un point(O) du solide, pour lequel le plan P’ soit un plan permanent et pour 
lequel un axeOX normal en (O) au plan P' soil Taxe spontane de rotation. 

La question ramende ainsi se congoit mieux et se pretera plus facilement 
aux calculs analytiques, propres ä en exprimer les diverses conditions. Mais dans 
la vüe d’etre mieux compris, ıl nous faut encore rappeler le point fondamental 
de la theorie directe. On sait par cette theorie (voir p. ex. notre memoire du 


tome, 43 de ce Journal $. 1) que l’on peut toujours ebranler un solide autour 
Crelle’s Journ. f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 1. 2 
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d’un axe permanent (w&) relatif ä un point fixe doune (w), sans que ce point ni 
laxe eprouvent de choc, si la force de percussion agit sur le solide dans un plan 
permanent en (w), normal ä l’axe (w&), suivant une direction perpendiculaire au 
plan (I, 8) et a une distance de (w) dans ce plan permanent, marquee par 
v,+ Mi’:M.v, ; v, designe la distance du centre JA l’axe (w&), Mk? le mo- 
ment dinertie du solide par rapport ä un axe en / parallele ä ’axe donne. Il 
semble donc, a n’envisager les choses que du seul point de vüe des idees mecani- 
ques, que Ja question presente soit egalement possible dans tous les cas, sauf celui 


otı la force F serait appliquee au centre d’inertie m&me du solide. 


4. 


Suite. Soient A, 4, »n les cosinus des angles de la ligne d’action de F, 
avec les trois axes d'inertie rectangulaires /x’, Jy‘, Iz’; et $, T, U les coordon- 
nees courantes d’un point quelconque de cette ligne; celle-ci aura donc pour 
equations: 

U.N—S.n U 
ENEBRTE En 


a.U—,T= 


. (F) ... (A, 4, n)- 


b.u—am 
4 
Le plan P passant par l’origine /, et normal a F, sera represente par l’e- 
quation 


1.S+uT+n.U=0....(P); 


$, T, U etant egalement les coordonnees courantes d’un point quelconque de ce 
plan. Nommons «, a‘, a“ les cosinus des angles inconnus de l'axe permanent 
OX, qui passe par le point (0) = ($, T, U) et qui doit par consdquent £tre 
normal au plan P‘, avec les trois axes coordonnees du centre /; l’equation de P’ 


sera donc: 


a.S+a.T+a”,. UHD=0...(P‘), 
et de plus on aura les relations perpetuelles: 
ta +Ha=l ;„ Verl... (® 


Comme d’un autre cöte le plan (P*) doit renfermer la ligne connue de F, on ob- 


tıient les conditions 
ad t+ta.ura.n = 


I I 
oo 


a.a+b.a"+D.X 





: 





2 BES ER 
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lesquelles suffisent, en combinaison avec la premiere equation (Q), pour trouver 


a, a‘, a“ en fonction des donnees immediates A, u,n, a,b, et de lindeterminde D 
relative au plan P’; et au besoin il est permis de considerer ces inconnues comme 
des fonctions connues de (a, db, D, X, Ay n). 

Les equations de la droite d’intersection (P, P‘) des deux plans P, P, 


seront d’apres les notations precedentes: 
(a. _ Ins a’'ı)S + (af. Kom a, u) T+ D.n =.0, 
(a.u— a N) S+ (a. u— u m)U+D u=V$, 
(a. ha. A) T+ ee, Na”. n) U+D.x 0. 


En designant par ß, 2’, £“ les co@fficients de direction, cest-ä-dire les 
cosinus des angles de (P, P‘) avec les axes coordonnees, on conclut de la, ce que 


l’on saıit d’ailleurs par d’autres transformations: 


d di 
ß = An % . Us 


ß' = a'h—a.ns 
P'=au-— ah, 
et lon a en outre: 


aßra Ha" —=N, 
PAr+furpn =I: 
de sorte que les @quations de la droite (P, P') peuvent se mettre sous la forme 
TB —S. +Dn = VO 
U.ß —S.ß"+D.u= 0)... (P,P‘)...(P, %, P%); 
U. — T.$"+Dxr = 0 


et des valeurs de ß, 3’, 8“ on deduit encore aisement: 
aa Bß=u ,„ AaB-ußb —=n ,„ ah" =N... (a). 


En outre on peut faire rdemarquer que les trois droites F, P, P‘, OA, formant 
trois directions rectangulaires (A, 44, 7) (PB, B', P")(a, a’, o“), on peut dire que 
laxe /x° forme avec ces directions des angles de cosinus (A, 3, «), et poser en 
consequence: 
++ =1...... (b). 

Mais cela etant pose, il s’agit de tenir compte des conditions mecaniques 
de la question. Or l’axe OX doit &tre pour le point inconnu (0), = S, T, U, un 
=s 
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axe permanent du solide; on aura donc en vertu des Equations (I, II‘, $. I) les 


conditions generales suivantes: 


(I) aa“. B’+aa"f— aa’.g + (a? + ua”)h 0, 
(I) a'r.a.A + aa f+ (a — a)g—auh = 0; 


dans lesquelles les quantites f, g, h ont toujours pour valeurs: 
= N8S.T ii yigg HE UV +, Be BET.U 
tandıs que lon a pour A‘, B': 
A' =C—-A+M.S—-U) ,„ B=C-B+M.T— U. 

Sans nous arr@ter a voir dans les Equations (I, II) des surfaces du second 
ordre ä parametre variable ou indetermine, substituons d’abord les valeurs de 
T, U en fonction de S, donnees par les Egalites (P, P‘), et il vient: 

A = C—-A+-NM.S — M($".S+ u.D):P°, 


u (#.8—n.D’— (#’".S+u.D) 
e= / 3 r 

f= M.P.S®—n.D.S):ß, 

g = M.(P".S— u.D.S):ß, 


bh zu M .($'.S — 7.D)($".S + u.D): PP. 





Sı dans la vüe dabreger encore l’ecriture des formules, on pose: 
(C-A):M=E , (C-B:M=H 


dans les valeurs de A’, B’, et qu’on substitue les quantitds ainsi calculdes en S, 
de m@me que celles de f, g, h dans les formules (I, II), on obtiendra ä leur place 


ces deux autres egalites: 


ß?.a.«”.E+ aa” [%?— (#’S + uD)?] + «ad’.P(P.S®—n.D.S) l 


I ’ v „ „ = V.. 
— aa (#,8 — n.D)(#S+ uD) + P.(e"? — a*)(? ®+u.D.9\ 
B%.d.d”,H + a’.e” ((#.S — n.D)’ — (2”.S + u.D] + aa” AP S®"— n.D.S) 
= ®. 
— a. BR" S?+u.D.S) + (a? — ad) (’S—1n.D)(#".S+uD) ......... 


Voilä donc deux equations du second degre en S qui par l’elimination de 
cette inconnue devront fournir une au moins et deux equations de condition au 


plus entre les inconnues «, @', «”, D. Mais la condition d’une percussion nulle 


sur laxe et sur le point fixe que l’on cherche, deyra produire aussi une @quation 





A 


ee 


* 
n 
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de condition; ce qui donnera cing &quations au moins pour determiner quatre 
inconnues seulement. Le probleme envisage du simple point de vüe analytique 
parait donc impossible en general. Neanmoins en revenant ä lidee de la propriete 
reciproque du centre de percussion, nous sommes naturellement porte a adınet- 


tre une solution possible, au moins pour de certains cas particuliers. 


d. 


Suite. Il est donc bien important d’examiner avant tout la nature des 
deux equations en $ quoon vient detablir, et de tenter une elimination qui au 
premier abord parait inextricable. Or eu &gard aux conditions (a), on peut 


mettre la premiere de ces equations sous la forme suivante: 
E.ad” ? + aa'u.n.D? — ac” u?.D? 
+ [#(@””— a)u.D+ ad P".n.D—adf'u.D—dd’P.n.D—2ac”ß’u.D].S 
+ [aad”. ®?— ad Pr Hd a’ BR — ad PR + PR (dr — ar). = 0, 


En nommant i“, t‘, t les co@fficients respectifs des termes en $?, S', S® 
dans cette Equation, ou trouvera aisement: 


f' re ac P? — ac" Br + AR" — ar BR" + ad’ aß") 

aß (dB — a3”) + Pla? — ap") + a’ (ld R— ap”) 

— (Brad Ha’ A)u = VO 

aa KIC He 5 a?) u Ei aß" (en Rn «”u) . ac Pu ds ae" en er ac} u 
ui Bu (a? FR a?) + ad’ — de" Pn R au (dd + a" ” 

= «Bu +aßß" — da’ Pn — au (af +" + aß) 

= a.8.ß' + 0 Blau an) = aß" — a. 

Ainsi la valeur de {: D se reduit finalement a la forme: 


!:D= Pl" «a ) =uß „ et = uß.D. 


E 


Soient de me&me tz, L,, t, les co@fficients respectifs des termes en S°, S', S° 
de la seconde @quation en S; on trouve par une marche toute semblable ä la 
precedente: 

, = 0 , h = —4.8.D ‚ iı, = Ple’a”..H — a,4,D?) 


tandis que pour la premiere on a obtenu: 
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"=0 „ !=+rufß.D „ t=ua.ßlaf.E+ u.D). 


Ainsi donc les deux equations en S sabaissent d’elles -m@mes au premier degr@ 
et revetent la forme fort simple: 


«aß.D.S+aß(a"ß.E+ u.D*) 0 
—1.8.D.S+ B(a’a“.ß.H— a.4.D) = 0) 


(S) 


et pourvu quon ait l’equation de condition suivante: 


(u, A+a.1.E)a.P=0..... (B), 
elles donneront pour S la valeur commune: 
a«'.ß.E 
(IV.) Ss = —a.Drnp”’ 


On peut faire remarquer que l'equation de condition (B) est satisfaite 
par l’egalite a zero de lun quelconque des trois facteurs ua‘. A+ar.E, a“ et ß. 
Dun autre cöte le facteur $ = 0 jouit de la propriet€ de rendre ä la fois identi- 
ques les deux Equations (B), en laissant indetermindes la quantitd S et partant 
celles 7, U; de sorte qu’au premier abord möme il parait le mieux approprie & 
la recherche quoon se propose; mais comme il ne faut rien laisser au hasard d’un 
choix, m@me plus ou moins heureux, il convient de penetrer franchement dans 
toutes les difficultes du sujet, et de discuter successivement l’hypothese de l’ega- 
lit A zero de chacun de ces trois facteurs. Toutefois achevons d’abord la partie 


geometrique de la solution de la question. 


6. 


Suite. Les veritables inconnues du probleme sont a, a‘, a“, D et les 
coordonnees S, 7, U du point inconnu (0). Or une condition essentielle de la 
question a et omise jusqui ci; c'est celle qui exige que le point (0) et la ligne 
d’action de F se trouvent dans une situation et a une distance mutnelle, telle que 
la percussion sur le point (O) soit nulle. Du centre diinertie / du solide abais- 
sons une perpendiculaire /Q sur le plan permanent P’ de (0); elle sera une pa- 


rallele äl’axe OX, et aura pour Equations: 


Ua—S."=0 „ Ta—S..' =0...(IO.) 


En combinant celles-cı avec lequation du plan P, et denotant par 








RT RR a EN ee a 


EEE RR TE 


N EE: 


E 
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$, T,, U, les coordonnees du point de rencontre Q de cette normale avec le plan 
P'‘, on obtient: 


em DD „ Tee, D „ED = —- aD. 


De plus la droite QI/ abaissee dans P’ sur la droite F doit coincider avec la 
droite (P, P‘), puisque les plans P, P’ sont rectangulaires, et que la ligne ZO 
n’est autre chose que la perpendiculaire mende de / dans le plan P sur sa droite 
d’intersection avec P’. Pour avoir lexpression de la distance Q/1, il faut done 
encore chercher les coordonnees 5,7,U, du point de rencontre II du plan P avec 


la ligne F'; on trouve: 





a u b mn 
9,=—(au+bn) ; u z (au + 5) ,‚ DB= a7 ;(au + bn), 
don: 
— au? —b — I? — 2 
OIP’=(aD— au—bn)+ («D+ u — 1 +(a"D + „e * =) > 
ou. 


S,\? b+n.8,\? 
OP = (aD+S)+ (aD + +) + (a D+ a) 
et de lä resulte: 
OT. = a +b"— Dr —l(au+bn).... 
De mäme la distance de (O) a Q qui doit se mesurer sur le prolongement de la 
droite /1Q, de la gauche vers la droite, ä partir du point Q, sı la distance QI7 se 
mesure de droite ä gauche ä partir du m&me pied (), est donnee par la formule 
00 = (S- SP” +(T—-T) + (VU-U,) = (S+aD)+(T+a’Dy+(U+a”D) 
= ®+T+U’+2D(aS+waT+a”U)+ D*, 
laquelle devient en vertu de l’equation de P': 


00 = 8+T+U:—-D....(D) 


et ceresultat estaussi@vident par la voie geometrique, puisque D,QO sontles cötes 
d’un triangle rectangle dont la distance Z[O = Y(®+T?+U?) est !hypothenuse. 

Mais pour que le point (O) n’eprouve aucune secousse lors du choc, le 
point donne IZ doit &tre le centre de percussion correspondant, et il faut par con- 


sequent que la distance OO puisse se calculer par la formule 
O0 ses M.i2:M.OH 


dans laquelle MA? designe le moment dinertie du solide par rapport a la ligne 











16 1. Steichen, sur la quest. recipr. du centre de percussion. 


centrale /Q, parallele älaxe OX; ce qui donne par la theorie connue des mo- 
ments d’inertie:: 


Mi’ = A. + Ba” +C.a”, 
partant: M?.OO°”. OIP —= (Aa’ + Ba” + Ca”)... (E). 


On voit donc par la que la quantite OO doit @tre calculde de deux manie- 
res differentes: l’une foıs par la condition (D), et lautre fois par l’egalit€ (E) 
qui exprime une des conditions fondamentales de la question. Donc toutes les 
fois que labscisse S et partant les coordonnees 7, U de (O) recoivent des valeurs 
determinees en vertu des equations (S$) et de celles (P, P’), les equations(J), £) 
donneront lieu ä une equation de condition qui resulte de l’elimination de QO 
d’entrelles, et qui aura la forme: 

R i a + uS,\? D + nS,\? 
M(S+T+D°- D| («aD+S,+(« D +) +(aD+ 7) | 
—= (Aa + Ba” + Ca?) .... (V.) 


S, y represente pour abreger sa valeur— (au-+-bn) donnee plus haut. Mais dans 
tous les cas otı les Equations (S), au lieu de donner pour S une valeur seulement 
commune, laissent cette quantit@ indeterminde, et quil en est par consdquent de 
möme des quantites 7',U qu’on ne peut deduire de (P,P‘) en fonction de $ que dans 
U'hypothese de $ deja connu, laformule (D) laissera OO egalement indetermine, et 
cette distance WO pourra par consequent ätre calculee par l’Equation (E), indepen- 
damment de toute Equation de condition telle que (V) et de ses analogues. Or 
ıl est manifeste que le premier cas peut arriver generalement pour une valeur 
commune et determinde fournie par les egalites ($), et ayant la forme de !’e- 
quation (IV); et que le second cas doit se presenter pour l’hypothese de $ = 0), 
puisque celle-ci rend les equations (‚S) identiques, et que par lä les coordonnees 
5, T,U restent inconnues. Avant que de nous livrer ä l’examen des diverses cir- 
constances et de phases multiples de la question, il importe de presenter encore 
quelques remarques geometriques. 


Comme les coordonndes du point diintersection IZ du plan P avec la ligne 
de F ont les valeurs 


= —(au+rb) , ie PR A Ann 


et que Ja droite (P, P‘) doit passer par ce point ($,, 73, U,), on doit avoir ega- 
lement: 
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Or en subsistituant dans celles-cı les valeurs de $,, 7, U, donnees ci-des- 


sus, on ne saurait obtenir de nouvelles equations de condition entre les constan- 
tes et les inconnues de la question ; cest ce que l’on peut verifier ainsi. Cette sub- 
stitution donnera: 


al— w)P—bunß+Din+Prautbrn)=d, 
be 1 —P)P— aunß— Dur + Pirlautbn=0: 
equations qui peuvent Ötre presentees sous cette autre forme: 
aß+(aun +bn)aP'—upß) + Din =O, 
bB +lau +bn)B"—P.n)— D.ir.u =Vd. 


Mais eu egard aux Equations de condition dejä etablies anterieurement, on trouve 


alsement: 
a=uß—nf, unpr, erh —up, 
et les relations precedentes deviennent par la: 
aß+(au+bn)a” + D.in= 0 
bB—l(au+bn)a@ —D..u=0,\ 
d’ou resulte: 
(aa’+ba”)®+D..(@n— au) =0, 
et en vertu de la valeur de £: 
(e.) ac +ba"+Di=0. 
On en deduit encore: 
(au +bn)P+lau+bn)la”u—an,)=0 
et comme on na pas generalement au +bn =, il restera: 
B+au—an=t; 


ce qui donne pour # la valeur m&me, dejä obtenue par une autre voie. De plus, 
comme l’equation (e) est identique a la deuxieme Equation (A), il s’ensuit que 
les resultats precedents ne renferment rien qui ne soit deja compris dans les for- 


mules etablies d’abord. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIIl. Heft ]. 3 
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7 


Essayons d’abord de raisonner dans l’hypothese que la condition (B) sub- 


siste, et de l’egalit€ ä zero du facteur ua A+.«rE; on fera en consequence: 4 
ie‘ H-+ a) E = 0 (C). 


Dans ce cas l’abscisse s aura une valeur generalement determinee, fournie 
par l’egalit€ (IV), et la distance QO peut par consequent £tre calculee de deux | 
manieres, savoir par la formule (D), et par celle (E). Voyons ce qui resulte de | 
lä. En faisant encore pour abreger: : 


E c—A | 
m U 0-5 :lan—bu)rbu=k, 
HRS er, 


et combinant ensuite lequation (C) avec la premiere(A) etaveccelle a +u”+a‘” 


—= 1, on obtient: 


sm un:d.;: "m—rni:e,: M—mrulke—L):e; 
la seconde equation (A) donne ensuite: 
D=k:® 


et les valeurs de £, #’, #” en (a, a‘, a“, 4, «&, n, $. 4) deviennent: ° 


‘ 


| >> 


[ 


(wW—eW"—en)),, f= n N) —7), f= 7 (u e3). 


> 
A 


) 


cn 


Les valeurs de S, 7, U pourraient ätre calculdes & laide de l'equation (IV) et de 
celles de la droite (P, P‘); mais il suffit dobtenir + T’+U?’— D°’; on de- 
duira de (P, P’): 


(T+ U?) ß? zn (5? + ES 2D.S(ß'n— PB" a) + D’G?-+ ww); 


deu: (S+P +) R® = + (+) D—2%(8'n— B"u).D.S, 


“= —a, onen conclut: 

(S°’+ 7’ DU? —_. D’) BD’ 

—= ala"? E+ uD (a3 E— uD) ++ a — P)u .D' 
aa" PE— a? a? D* + (+ u? ER PB) a’ D". 


ainsı, comme A’n — ß” 


‘ 





TEE 


Br 





Pe 
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D’ailleurs en vertu de l'egalite (6, $. 4) on a evidemment; 


— #2 D +? + — PD? + — R— a) wD* 


=(1-?—- ?P—-)W"D=0, 
partant: 


\ au ARE? ara” E? 
00 =-S’+-T+UÜ—D= ap = aD; 
et par la comparaison de cette valeur de OO? avec celle de l’equation (E $. 6) 


on obtient, eu egard ä la valeur de O7’, l’equation de condition suivante: 
(V.) Ma? a'"E*. [a’+6°— 3? D’—(au+bn)] — Zu D*? (Aad®+ Ba” + Ca" 2 


laquelle peut-&tre considerde comme subsistant entre les donnees immediates 
\, 4, n, a,b, A, B, GC, M de la question; car la substitution des quantites a, «‘, «““, 
D en fonction de ces donnces est manifeste; mais elle est en m@me temps super- 
flue; puisque la condition (5), sous la forme precedente, montre par elle-m@me 
dans quels cas particuliers elle devient identique seulement. Nous voyons par 
exemple que cela arrive premierement pour 4=0, ce qui donne aussi « = 0; 
deuxiemement pour 4=0), ce qui donne aussi « = 0; troisiemement pour 7=0), 
b=Vä la fois, ce qui donne ausie=0, «=0,k=ya=0,oauaD=0; 
de sorte que par lä les deux membres de (V) deviennent nuls ä la fois. 

Tout ce qui ressort clairement de la, c’est que l’egalitd ä zero du premier 
facteur de l’equation (B) peut en effet donner une solution de la question pour 
les cas speciaux ou la force de percussion agit sur le solide suivant une droite 
dont la condition satisferait ä une des conditions un, deu, qu’on vient diindi- 
quer, ou dont la direction et la position rempliraient les conditions „=0, &=0; 
En general, on voit que ce m@me facteur de (B) peut du moins fournir une 
solution de la question, toutes les fois que la force de percussion agıra sur le 
solide suivant une droite dont la direction et la position satisferaient par les quan- 
tites (3, &, n, a, 6) & la condition (V), de sorte que ces quantites ne seraient plus 
des dunndes arbitraires. La seule conclusion exacte que l'on peut tirer de la, avant 
que d’avoir eprouvd A lavance legalit€ A zero des autres facteurs du premier 
membre de (B), consistera selon nous, ä admettre que, sil existe une solution de la 
question pour le cas general ot la ligne d’action de la force F ne satisfait pas a 
la condition (V), cette solution ne saurait ©tre fournie par Ja supposition 
3* 
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acdH+arE=0, partant que cette Egalit€ A zero du premier facteur de (B) 
doit @tre rejetee comme un moyen d’investigation de la solution la plus generale 
de la question, sı toutefois celte solution est possible ; et neanmoins cette hypothese 
ne devra pas ötre rejetde d'une maniere absolue. Pour justifier et Eclairir cette 
manicre de voir aux yeux du lecteur, expliquons nous par quelques exemples. 
Exemple I. Considerons le cas particulier ou la force de percussion agit 
dans le plan d’inertie central y’Ix’; ce qui suppose a la fos3=0, 7„=P, et 
a au? 


donne-a=0, “ =0, "=1l, D=0, Sm —au, Tn=;+7 


O=0, Ss =0, ,=0, WV=—-D=0, P=—u;, P=\, P"=0. 
La condition (V) sera remplie identiquement, et ıl en est de m@me des Equations 


(S); la valeur commune de S reste donc indeterminee, comme cela doit ätre; ce 


R a ’ 0 0 0 
qui prouve aussi lequation (IV) qui donne: S=0—-;=. T=;p: 

i D ar . ” i 
U=— n. — (0; ainsi le point(O) doit se trouver dans le plan d’inertie central 


y'a’ olı il occupe une position qui est seulernent indeterminde pour autant que 
l’axe normal OA qui y repond est permanent; mais comme ce point (O) cense 


fixe dans le solide, doit @prouver une percussion nulle, lors du choc, on deyra 


“ Ca”: > ; 
calculer sa position par la formule OO = Mor; or ia ’ona OT =a, douü 


O00O= C:Ma, et nous relrouvons ainsi precisement la solution particuliere qui 

etait Evidente A lavance d’apres les considerations du ($. 2.) i 
Exemple II. Supposons en second lieu que la force de percussion agisse 

suiyant une direction seulement parallele au plan d’inertie central y’/x‘, ce qui 


est exprime par la condition unique „= 0. De la resulte: 
a == Ö, au, "= —]1, P=u; P=—h, PB" =®: 
b b 
k=u(ll—e)b, D=;, ,=0, 5, 8%, U=;: 


b b 
,=—au, T=ar, UO=;, S=0, T=0, U=;, ON =a: 


- 


00 = S+T+ U"-D=5-,=0, don 00=0; 


et comme on doit avoir ausi QO= C:M.QIT=C:M.a, il sensuit que les 


deux valeurs de OO ainsi calculdes, sont incompatibles, tant que la distance 


OI = a aura une valeur finie. Ainsi dans le cas actuel la question parait im- 

















ar 


A RE EN EEE. 


Be AR Te ne 








& 
A 
£ 
# 
a 
% 





1. Steichen, sur la quest. recipr. du centre de percussion. v2 


possible. Mais comme il sera demontre plus bas que pour le casden = 0 il 


existe neanmoins une solution fort simple de la question, il devient Evident que 
legalit€ ä zero du facteur ua’H +arE est en general inadmissible; en outre 
elle donne lieu dans le cas particulier actuel m@me, a une contradiction patente 
qui porte & la rejeter independamment de ce qui doit se produire plus loin. En 
effet, supposons que la percussion agisse parallelement au plan d’inertie central 
z’Ix‘, ce qui donne «=; et la condition (V) se trouve satisfaite. Pour le cas 
analogue de = 0, on y salisferait encore. Nous serions ainsi conduit & con- 
clure que quand la force de percussion agit parallelement ä l’un des deux plans 
d’inertie 2’x‘, z'y‘, il y ait une solution, tandis qu’il n’y en aurait point quand une 
fois elle agirait parallelement au plan y’w’: or un tel resultat est contradictoire et 
absurde en tout point, puisque laxe Jx’ est dans nos notations lun quelconque 
des trois axes diinerlie, de sorte que pour chaque plan diinertie la question de- 
viendrait tour-ä-tour possible et impossible par suite dun simple changement 
de notations. Notre maniere d’envisager l’egalit€ ä zero du premier facteur de 
l’equation (B) se trouvant ainsi justifiee suffisamment par quelques exemples, il 


sagit deexaminer les hypotheses «” = 0 , # = 0, successivement. 


8. 
Examen de I'hypothese « =(. 


Je dis que cette hypothese doit &tre absolument exclüe de la discussion. 
ll est bien vrai que quand elle subsiste, les deux equations(S) s’accordent a donner 
pour l’abscisse $S une m&me valeur $S= — «aD; mais alors aussi l’Equation (I11‘, $. 1.) 
n'est plus une consequence identique des deux, autres (I‘, II‘), et elle devient de 
son cöte: 
B—A | ; a r 
mM 9% + (5° — T’)oaa +5S.T(a”—a’) = 0, 


et par la substitution de la valeur de Z’ en fonction de $: 


nn ac’ P + ac 2,5? — ac (PS — 7. DJ + (a? — a) PP .S?— (ad? — a)nd.D.S=V. 


Avec un peu d’attention on reconnaltra aisement que dans celle-ci le terme en S°? 


est encore nul et quelle se reduit & Ja forme 


B—A 
M 





ac? — aa'n?.D? + a,n.D(a 8 + aß).S+n.e,D(af —ap).S = 0, 
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ou bien, ä cause de aß +a‘ß‘ = 0 (puisque «’ = 0 par hypothese) et de 
ef — aß = —n, A cette forme plus simple encore: 


I P— ı°.D*) d— .D.8|.« =0, 


et comme on ne saurait prendre d=0, puisqu’en vertu de «@” =0 ce serait 


detruire toute la generalit€ de la question, il faut que l'on fasse 


-.D.S-en.D +2 pe =0,... (S’), 
B-A «a. 
partant $=—-aD+ "m.D’ 


et pour que cette nouvelle valeur de S saccorde au moins avec celle des deux 
equations(S$), ce qui ne donnerait pas encore pour cela une solution, il faut que 


l’on ait: 


(B — A).«.p? —= 0, 


De plus, le cas de 4 = 0 devant £tre reserve@ pour la discussion ulterieure, il faut 


l’exclure pour le moment, et poser simplement: 
(B—-A).« E Pe: 4° 


equation de condition generalement impossible; car pour les solides m&mes de 
seconde espece on peut faire tomber l’axe du moment inegal suivant la ligne Ja’, 
ce qui dononeB=(, et A>ou<DB. Dialleurs on ne saurait faire non plus 
« = 0, puisque ce serait encore une fois detruire la generalit@ de la question, 
et la faire rentrer dans un cas tout particulier. Toutefois celui-ci ne doit pas 


etre neglige, sl admet une solution. Soit doncäla fosa”=0 , «= 0, par- 


tan = 1, u=0 ‚Pß=n,f=-ı4,D= -5 ‚SsS=0, T=7, 

j a b’ — b2.n? 

U=0,8=0,7,=7,0,=0, 07 =- 7,7 =3%, et OT ==#3. 
2 . ’ An? 3 j 

Mais on aurait d’un autre cöte 00? = as =0, ee Q0=0, partant OU = »; 


ce qui est incompatible. D’ailleurs, en supposant memed = », pour reproduire 
l'accord entre ces deux valeurs de Q/Z, on retombe toujours sur une impossibilite 


mecanique de la question, puisqu’on ne saurait faire agir une force sur un solide 


a une distance infinie. 
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La supposition de « = 0, jointe a celle «” = 0, conduirait A un resultat 
analogue, de sorte quil est superflu de s’y arräter, d’autant plus quelle n'est au 
fond que la combinaison dhypotheses «= 0, « =. 

Comme les equations ($) deviennent identiques pour «’ = 0), et dans la 
supposition de D=0, on pourrait croire peut-Ötre qu'il y ait une solution dans 
cecas, Mais D=0 reduit l’equation ($”) toujours ä la condition inadmissible 
(S"); Gardons-nous neanmoins de conclure de lä qu'il n’y ait absolument pas de 
solution pour de tels cas particuliers. Il sensuit seulement de ce qui precede, 
que sil yen aune, soit dans le cas general, soit pour le cas ed” =V,« = (0, 
elle ne saurait tre fournie par !hypothese «’ = 0, prise comme point de depart, 


et que celle-ci doit ätre rejelde comme moyen de recherche dans la question 
proposce. 


9. 


Examen de I’hypothese de ? =. 


Dans ce cas on trouve, eu @gard aux valeurs de 


B=an-du ,„ fehlen ,„ Fu au—di, 


les rEsultats suivants!: «’ = @’n:u, et par la premiere @quation (A): 
d=—.ahu: Hu) „ "= un: PH). Orte” =, 
dou: 
e=Yw+u) ,„ d=—ku: Va) ,;„ ed = —An:Yorta)... (a) 


La deuxi&me @quation (A) donne ensuite par ces valeurs: 
D=(au+bn):Yr +) »„ eteD=autbn. 


La valeur deQ71?. 7° (8.6) devient par la a? + 4?— #’D’— a’ D* ou a +b’— D’, 
car +. =1 pour 2?=V0 (voir. €q. 6. $, 4). De lä resulte, en vertu de la 
valeur de D: 
..—an—bu | 
her AV Hu)" (3) 

Donc, puisque !hypothese $ = 0 rend les equations ($) identiques, et laisse par 
consequent S, T, U indeterminees, il sensuit que la distance JO n’est point de- 
terminde par la forımule geometrique, et qu’il est par consequent permis de la 


definir par la condition mecanique: 
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2% 


Ad +-Ba?’+Ca 
a 
M.QI 
independamment de toute equation de condition entre les donnees fondamentales 
de la question. En y portant les valeurs de «o, a’, a“, O IT donnees ci-dessus, 
on obtient pour la distance QO: 


AH +42 (Bu?+ Cn?) 


Q0= M(an — bu).V(n? + u?) 4...) 5 


et pour les co@fficients de direction £, ß, £“ relatifs ä la droite (P, P)ou 700, 


les valeurs: 


P=%, ß=—1:V@ + u), "= +u: Vo + u)... (0) 
Le pied O=($,7, U,) de la perpendiculäire /Q sera determine par: 


ku (au- +bn) I, AnClau+bn) 
"ru ? u 


SS =—-aD=—(aurbn), T= 


On connait dailleurs laposition du point 7 = (S,T,T,), soit comme donnde 
immediatement, soit par le calcul de ses coordonnees 9, = — (au+bn), Tn=.., 
D,= ....($.6); on a done ainsi la droite 770 en position et en direction; et 
cette droite etant connüe, on na plus qu‘a prendre sur son prolongement, ä partir 
d’un point connu (), une distance OO, donnee par la formule geometrico - meca- 
nique ... (Y), pour obtenir le point cherche (O), et a elever en ce point un axe 
OX normal au plan P‘ ou (F,17Q), maintenant connu de position autour de F. 
Mais en nous reportant & notre point de depart, nous parviendrons aisement ä& 
realiser la solution precedente tout-entiere par une construction geomelrique dans 
les trois dimensions, et qulil est utile de faire connaitre, parcequ’elle resume l’ana- 
lyse de la question. 

Par le centre d’inertie / du solide conduisons un plan P perpendiculaire 
a la ligne d’action de la force F'; par le point de rencontre /7 du plan P avec 
cette ligne, menons un plan auxiliaire P,, normal ä laxe dinertie /x’; le plan P, 
coupera le plan P suivant une droite indefinie 778 qui parsuite de cette con- 


struction est ä la fois normale & la ligne de F et a laxe 7x’: mais la ligne d’inter- 
section (A, 8°, 8“) de P' avec P doit @tre aussi ä la fois normale ä F et A l’axe 
I x‘, en vertu d $=0; donc les deux droites 778 et (P, P’) ou IIQ, ayant 
d’ailleurs un point de depart commun I7, doivent coincider ensemble; et le plan 
en IT, forme par les deux droites F' et 70, est precisement le plan P‘ qui se 
trouve aınsı construit. 
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Si lon abaisse ensuite du centre J sur le plan P‘ une perpendiculaire ou, 
ce qui revient au m&me, puisque les deux plans (P, P‘) sont rectangulaires, si du 
centre J et dans le plan P on abaisse sur ZZö une perpendiculaire IO, on aura 
construit par la sur I/ö le point () et la distance //Q dont la valeur analytique 
est donnde par la formule (5). La connaissance des trois moments d’inertie prin- 
cipaux A, B, C du solide permettra enfın de mesurer sur I/Q, äpartir du pied O 
et en sens contraire de Q/I, une distance OO fournie par la formule (y); ce qui 
donne finalement le point (O); et la ligne OX normale en ce point au plan 
(FT16), ou parallele a la droite /Q, sera ä la fois pour le point (0) du solide un 
axe permanent, et pour la force de percussion F un axe spontane de rotation. 
Al’instant du choc le point (O), etant rendu fixe, n’&prouvera aucune secousse, au- 
cune trepidation, pendant que la force ebranlera le solide autour de laxe OX 
la fois permanent et spontane de rotation; car la resultante effective de l’action 
et des reactions diinertie tangentielles, transmise en ce point, aura une valeur 
absolument nulle. Neanmoins il est necessaire que le point (O) conserve sa fıxite 
mecanique apres le choc, afın de pouyvoir detruire la resultante effective des 
rdactions d’inertie normales qui naissent du mouvement de rotation produit, et 
qui se font seulement l’equilibre de rotation sur laxe OX, puisque celui-ci est 
permanent. 11 est tout aussi necessaire que le point (O), determine par les re- 
cherches precedentes, soit cense fixe pendant l’instant di ou A.t du choc meme, 
quoiqu’il n’eprouve aucun choc; la supposition contraire rendrait le corps solide 
parfaitement libre et nous ferait rentrer dans la question generale traitde au ($.9) 
de notre memoire de 1848. (Voir. le tome 43 de ce journal.) 

Remarqgue J. Le point (O) etant obtenu de la maniere indiqude plus 
haut, ıl est &videmment superflu d’en calculer les coordonnees $, T, U; nean- 
moins comme ce calcul pourra nous servir plus tard, il doit ätre indique des-ä- 
present. Or les deux premieres equations (P, P‘) nous donnent chacune par 
B=0: 

$=— DyYGr+w); 


ne w R R x DIV? + u?) —T.u 
la troisieme fait connaitre U en 7, savoirr U= — 4 m. -, En substı- 


tuant ces valeurs de S et de U dans la formule $+-T+U”= M+ 00°, ei 
resolvant par rapport a 7', on obtient: 





T— Diu = 90. U - Din 00.u 
Er -'  Vr+u) 


Crelle’s Journ. f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 1. A 
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et en substituant icı pour D et = QO leurs valeurs exposdes ci-dessus, on ob- 
tient dabord pour ,S$S= IS, == — (au + bn); comme cela doit &tre, et il 
vient pour les deux autres coordonnees 7, U: 








ur j} AG?+ u) + 1? (Bu? + C.n?) 

T= a l« (au +bn) tn — — Man bu) | 
Rue ) E AM+ u)? +212:(Bu?+C.n?) 

Bl: al nlau + bn) m Ah‘ M(an — bu) meer | : 


Femarque II. On peut faire aussi remarquer que de toutes les quantites 
obtenues par la construction faite plus haut, la seule distance QO change de va- 
leur, sans se deplacer autour du point //, quand on passe d’un solide a un autre 
de meme centre, ayant ses axes diinertie diriges suivant ceux du premier. 

femarquer III. Le facteur ua‘. A + u4.E de l’equation (B) devient 
par l’effet de la substitution des valeurs de a, «‘ fournies par la solution actuelle: 

BR he 0-4 + b—4 ur 

VYa+ta) m" u + ); 
et !on voit qu'il a une valeur finie qui ne saurait @tre nulle en general; de sorte 
que par son egalite ä zero il ne saurait non plus donner la solution qui resulte de 
BP =0; dest ce qu’on peut en effet verifier par la comparaison des valeurs des 
inconnues que fournissent les Egalites (a, ß, y) avec les valeurs des memes incon- 
nues qui ont ete trouvdes au ($.7), et par la supposition de ua. A+a4).E=U. 
Or la solution deduite de $=0, doit subsister pour tous les cas, et avoir par con- 
sequent encore lieu, quand les donnees (2, u, n, a, b, A) satisfont a l’equation de 
condition (V). Mais [hypothese du (8.7) fournit une solution differente de celle- 
la; ıl parait donc resulter de la quil puisse y avoir deux ou plusieurs solutions A 
la fois pour le cas particulier otı le mode de percussion satisfait a la condition (V) 
du (8. 7); mais pour le moment il nous faut laisser la question indecise. 

Remarque IV. Comme la droite I1ö est definie par la condition d’tre 
a la fois dans les plan P normal a F, et dans un plan mene par //, perpendicu- 
laire ä laxe /a°, ıl sensuit quelle est orthogonale ä F et a /x’ en m&me temps, 
et qu’on peut la construire aussı idealement, en menant par le point // une droite 


IIx“ parallele a /x’, ce qui determine un plan (F,17x') auquel ıl suffisa d’elever 


en // une perpendiculaire IIö pour avoir la droite demandee. 
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10. 


Examen de divers cas particuliers et des diffieultes qu'ils offrent. 


Des qu'on veut appliquer l’analyse precedente a de certains cas particn- 
liers, on tombe sur des difficultes imprevües qu'il importe de meitre en evidence 
et de lever graduellement. 


J. La force de percussion agıt sur le solide suicant une droite cen- 
trale; cest ce qui donne: 


=d ,„ 5B=8 „ Mi=0 ,;„ D=o. 


Ainsı laxe spontane et permanent passe a linfini; ce qui etait @vident ä l’avance, 
puisqualors il n'y a qu'un mouvement de transport rectiligne imprime au solide. 
Mais cela revient toujours ä dire que dans ce cas la question est impossible, puis- 


qu’on ne saurait trouver aucun point a linfini, a rendre fixe dans le solide. 


II. La force de percussion agıt dans un plan dinertie central; dans 
le plan xy‘ par exemple, ce qui est exprime par les conditions 


n=0 , db=0, (voir les equat, F. $. 4.). 


Dans ce cas l’analyse du ($.9) parait annoncer une impossibilite; car elle donne: 
a" —=0, ON =0, QO=%; et cependant par la question directe il est 
clair qulil doit y avoir une solution Evidente a [avance. 

Pour Echapper ä cette contradiction apparente, ıl suffira de saisir la signi- 
fication veritable de l’egalit€e ?= 0. Elle enonce evidemment que pour toute 
solution possible la droite (P, P*) doit croiser-a angle droit ’un ou lautre des 
trois axes dinertie. Puisque donc il y a presentement incompatibilit€ A admettre 
que ce soit l’axe /x‘, et m@me Jy‘ (car ° = 0 rendrait aussi la determination de 


a‘ en « illusoire, ä moins que de prendre encore «” =), il faut adopter le cas 


de £“ =0, ce qui donne « = ar. et par la premiere (A), a=0, «=ß0; 


la deuxieme (A) donne par la D=0; la valeur generale de OI1 devient ainsi 
OU=a,$S,=0,T,=0,TÜU,=0; donc le point Q coincide ici avec le 
centre, et /IT = a; les quantites S, T, U restent indeterminees. Donc on peut 
et lon doit calculer OO par la formule: 


Aa? + Be” + CA” ar A C 





0Ou= M.OIT = Min” Ma’ 


4* 
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ce qui reproduit bien textuellement la solution connue pour un cas parliculier de 
la theorie directe. 

La ım@me difficult€ se presente dans l’hypothese da=0 , u=U, et 
se leverait de la m@me maniere. 

Quant & [hypothese d m — bu=0,eti=0, on l’examinera plus bas. 

III. La force de percussion, dirigee daılleurs d'une facon quelconque, 
coupe par sa ligne d’action lun des troıs awes dinertie du corps. 

Supposons d’abord qu’elle coupe laxe /y’, ce qui donned = (voir. F) 


udn 


et O1 =, Pr) R 00 — etc. (voir a, ß. y--- $. 9.) 

Pour exprimer quelle coupe l’axe Jz‘, on ferait «= 0, 5b conservant une 
valeır finie, et la solution en quantites finies deduite des formules (a, y, d) se 
maintient dans chacun de ces cas, sans donner hieu ä aucune difficulte. Mais on 
voit en m@me temps par la que quand la force de percussion coupe par sa ligne 
d’action lun des axes d’inertie, la droite (P, P‘) ne saurait croiser ä angles droits 
que [un des deux axes restants; et que jamais elie ne saurait @tre orthogonale 
avec l’axe dinertie m@me que rencontre la ligne daaction de la force; c'est pour 
celte raison que l'on trouve par le ($. 9), en admettant que F coupe laxe /x‘ 
meme, ce qui donne an — ba=V0, les valeurss ON=0, tVOO= »; qui loın 
d’annoncer une impossibilite absolue, expriment lincompatibilite des conditions ou 
hypotheses combinees: P=0 , m—bu=V. 

Pour mieux Eprouver la validit€e de nos raisonnements, et de notre expli- 
calion de cette difficultd considerable qui nous a sı longtemps arrete,. mettons 
formellement les conditions que la ligne de F coupe laxe /x‘, et que la droite 
(P, P'‘) croise l’axe /y’ a angles droits. Il faut donc en vertu de ces raisonne- 
ments qu'il y ait alors une solution. Or les conditions preserites Etant exprimees 


par les equations 


a.m 


an—bu=V , f= i oe Pd, 


on obtient d’abord par la substitution de ces valeurs dans les formules (A): 


a = Ju: Vo? +2 ,„ d=—-Vr+2) ,„ ad" = un: Vo), 
D= all? +272):VY(n’+4°) ; 


et de la on conclut pour QIZ, et partant pour O0), des valeurs finies, et pour 2, 


on aura 


n ) 








P=-yazm: Meta 
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Du 


. erp, > % 7 
Une solution differente existe de meme pour db =.a. u ß 


—(, et n exige pour 


etre deduite, qu'un changement de notations. Ainsi pour exprimer les idees pre- 
cedentes sous une autre forme, nous dirons, que quand la force de percussion 
coupe l’un quelconque des trois axes dinertie, la ligne (P, P‘) ne saurait plus 
croiser a angle droit cet axe m@me; mais quelle est orthogonale avec Yun des 
deux axes restants; et comme lanalyse nannonce aucune preference de !’un sur 
lautre, il faudra bien admettre encore une double solution, savoir celle ol la droite 
(P, P') croise a angle droit le deuxicıne axe dinertie restant (5° = 0), et celle on 
elle a cette disposition par rapport au troisieme axe d’inertie restant (9 = 0); 
et des lors la troisieme solution (ici # = 0) qui subsiste dans le cas general aussi 
bien que les deux premieres, devient impossible dans le cas particulier actuel, ei 


par rapport a l’axe d’inertie rencontre par la force de percussion. 


Mais sil en est ainsi, la solution generale obtenue au ($. 9) doit ätre elle 
m&me triple, quoique les valeurs des inconnues soient uniques, quant ä la forme 
analytique; [hypothese ?=0 qui l’a fournie, exprime en effet que la droite 
(P, P‘) doit croiser a angle droit l'un quelconque des trois axes d’inertie du centre; 
car l’axe /x’ peut ätre dirige successivement suivant chacun d’eux, sans que lon 
cesse de reconnaitre a chaque fois qu’il faut avoir ?=0; donc la construction 
geometrique du ($. 9), executee pour l’axe / x, doit &tre repetde pour le second 


axe dinertie /y‘, et pour le troisicme /z°: 


Ainsı par le point /7 on conduira un plan P, normal A laxe /y‘; ıl cou- 
pera le plan P suivant une droite 776° qui marquera la seconde position de 
(P, P‘); du centre J et dans P on abaisse une perpendiculaire /O’ sur 110°, ce 
qui construit la distance 770‘, et a partir de Q’.on portera une longueur O0‘ 
calculee par la formule analogue ä celle (y, $. 9); ce qui donne un second point 
(0°) dans P, et un second axe OA’. Par le point /7 on conduira un troisi&me 
plan P, normal a 72°; il coupera P suivant une droite ITO“, ce qui donne la 
troisieme position I7d“ de (P, P‘), un troisieme pied Q et un troisieme point 
(0“) dans le plan P, et un troisieme axe O”X“; le plan P* sera donc aussi Yun 
quelconque des trois plans (F, 110).(F, 110°).(F, 116“). Ges resultats signifient 
mecaniquement que si l’on fixe Fun quelconque des points (0, 0‘, 0“) du solide, 
pour l’ebranler ensuite par la force F, le point fixe n’&prouve aucune secousse ä 
instant du choc: que le corps sera ebranle autour de laxe correspondant (OA, 
O'X‘, O”X'): que la resultante effective des forces centrifuges sera desormais 


detruite par ce point fixe. Cette derniere propriete subsiste, parceque pour un 
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axe permanent les forces centrifuges ont une resultante passant par le point fıxe 
pour lequel laxe est permanent; l’ebranlement se fera autour de laxe en ques- 
tion, parceque la force F agit dans un plan P permanent du point fixe; la per- 
cussion d’action et de reaction sur ce point est nulle, parceque la force F agit 
normalement au plan, passant suivant l’axe et le centre dinertie, et quelle est 
appliquee ä une distance convenable 7 Q, 110%, 110" Iiee ä la distance OO, 
0'0', OO“ d’apres la condition connue. 


11. 
Suite du $. 10. 


Ces trois solutions que on peut n’admettre d’abord que difficilement, sont 
ndanmoins comprises, quant a la forme möme, dans [analyse generale qui a con- 
duit d’abord a? = 0. Pour obtenir en effet les Equations (S du $. 5), et par- 
suite ?=0, on a substitud dans les valeurs dd /=M.S.T, g=M.S.U, 
h= M.T.U des £galites (I, 11. $. 4) les quantites 7.U exprimees en fonction 
de Sä l’aide de (P,P,). Mais on pent tout aussi bien exprimer f,g,h en fonction 


de T; ä cet effet on deduit des deux premieres equations (P, P’) cette autre: 
(U. — T.$").?— D(uß'+nPß")=0, 
on (U. — T.ß"+Dx)P=0. 


Ainsi en admettant que le facteur ? ne soit pas nul, on tire de celle-ci et de la 
premiere (P, P‘) les valeurs 


U=(T.#"—-DnN:% ; S=(T.Bß+D.):P. 


En effectuant maintenant les substitutions dans f, g, h, en valeur de T, 


on trouvera que lequation (Il, $. 4) se ram£ne ä la forme suivante: 
3”. T+9.D.T+3.D+aa.P®”. E=0, 


dans laquelle on reconnaitra dabord que +” =0, tandıs que pour #°, $, on 
trouvera les valeurs: 


+ = 2uaa” (Pr + BP" X) —+t a‘ a“ 5° N + (a’” — a). (B"n — PX) + aa.‘ 


a’ 7 (a8 > aß) +u a"ßn = an . Aa (aß + aß) + aa'ß" N‘ BEN a“ 2ß A 


+ aß (an + ar) = (an +Na).(aß + aß’ + a3") + a” Plan — a”) 


+aß" lan — an)= (ah — an).(ap"—a"ß)= Pu. 
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+= (7? EN A?) aa . An (a? abe a?) — a'ylan a2 aA) . ala” X ba ie n) 
= (an tar) (an —a = — u X(-P)=+ Maß, 
et Ja premiere Eequation ($)) se trouve remplacee par celle- ci: 


(T.) (u.D.T+ ac” $. E+ u. DD)’ —=0. 


Comme la deuxieme (S) serait remplacee par un resultat analogue, ayant 
dans tous ses termes le facteur commun £, il s’ensuit que les coordonndes 
$, T, U restent indetermindes, aussi bien par leffet de !hypothese ?=0, 2 
etant plus grand ou moindre que zero, que par celle #= 0, 4° restant un rapport 
fini. De meine, si on exprimait 8,7, U en fonction de U, les @quations qui rem- 
placeraient celles (5), deviendraient identiques par !'ypothese 4 = 0; et comme 
ces trois modes de substitution sont egalement admissibles, et ne doivent recevoir 
aucune preference l'un sur lautre, il s'ensuit que Ihypothese de legalıte a zero 
de chacun des facteurs #, 8°, 5, faite successivement, doit fournir une solution de 
la question. Seulement on voit, et un des cas examinds au ($.10) le prouve, que 
l’une ou l’autre de ces trois solutions peut devenir impossible, tandis que les deux 
autres subsistent, ou que deux d’entr’elles deviennent impossibles, tandıs qu’'une 
seule se maintient (2° $. 10). Pour mieux completer ces considerations, re- 
prenons les Equations de la droite (P, P*): 


T.—-S.P#’+D.n =) 
U. —T$ß"+-Dıx=0)...(P, P‘) 
8." — UP +D u=0 


Pour 3=0, elles donnent pour S que les @quations (S) laissent alors 
indeterming, la valeur $= Dn:#’', et $S=— Du :$". D’abord ces deux valeurs 
de S se reduisent ä une seule en vertu de la condition generale 78” + uf’ +72 =0 
qui devient ici 78’+uß’ = 0, En outre, quoique l’abscisse S prenne ainsi une va- 
leur determinde de forme, les equations (P, P‘) ne peuvent pas faire connaitre 
T,U, precisement parceque 2 = 0 fait evanouir le terme en 7’ dans la premiere, 
et celuı en U dans la troisieme. On eonclut de la que pour $ = 0 le point (0) 
est situ€ dans un plan normal & laxe /x‘, et mene & une distance D.n:/'; et 
quil y occupe une position indeterminde; qu’il est par consequent permis de cal- 
culer par la condition mecanique connue, Ce-ci est donc conforme ä la con- 
struclion geometrique du ($. 9). De plus, dans le cas de # = 0, ou de #”’=0, un 
raisonnement semblable a lieu. 
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La diversit@ des solutions de la question se trouvant ainsi mise en @vi- 
dence, et etablie sur un fondement solide, il reste ä faire voir, comment elles se 
deduisent toutes du resultat de la substitution des quantites S, 7’, U en fonction 
de S, ou de T, ou de U. Or la premiere qui exprime 7, U en fonction de $, 
et qui donne ensuite # = 0, est deja trouvee au ($. 9). Quant ä la seconde qui 
repond ä %# = 0, et pour laquelle ıl faut faire subsister, non plus les Equations 
(S), mais leurs analogues en T’et en # dont la premiere a ei etablie ci-dessus 
et se trouve marquce (7), il faut considerer que ces deux dquations (7) devien- 
nent identiques par Ihypothese # = 0. De plus on conclut de lä pour les diverses 


ineonnues: @ = an:k ,„ € = afi?+u?):Au, d’ou: 





a=h.u:VR+n) , M=—VR+N), a" = un: MR + uR)..(a‘) 
Dh = — [bu.n — a(2 + 17)]:V(®? + 7?) 
OUIR.2 = a +6’ — (au +bn)' — den nn 7] uk), 
Aa?+Ba?+Ced? ABM BAHN) +0. 
IT ER KıJı A727 ERBE N. 
R=0 ,„ Pen: VR+) ,;„ Per: VRR +7)... (0). 


Enfin la substitution de $, 7’, U en fonction de U donnerait ‘deux dqua- 
tions (U) faciles ä etablir, et devenant identiques par !hypothese = 0, et les 
equations (S$) ni (7) ne doivent plus subsister dans ce cas. De la on conclut, eu 


egard aux formules fondamentales: 
(a“) ß“" = Ba =4,n: V@?-+u?) ‚=u.n: VG?-+u) FE — — VRR? +u2). 


A? + uw) —a.u.m 


Das yo  ° 


J u q ; [aun ET b(4? er «2)] 
(3°) () IP2—= a +b— (au+ bn)" — — Prm 


AP" + Be? +C (+ u?) 
RL WIEDER a IR j BEE ee . 
y) 00" = M.Q’' | 


(9°) P=zu Ya) ;„ P=—r.: Var): 


Mais ces resultats du calcul doivent servir principalement a montrer le 


moyen dobtenir les distances OO, 0'0' “Q" et par suite les trois points 
j ’ pP pP 
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(0, 0‘, 0“) sur les trois droites deja connues par construction 76, 118, 118”; 
d’otı resultent aussi les axes ON, O’X', O“X“. On peut faire remarquer finale- 
ment que ces droites et ces axes sont situes dans le m&me plan P* mene par le 
centre / normalement ä la ligne d’action de la percussion. De plus, pour avoir 
une idee plus sensible de la position des droites //8 dans ce plan P, concevons 
dans P et au point IT une droite dabord arbitraire ((J) que l’on peut faire tour- 
ner autour de /Z jusqu‘ä ce quelle soit tour-ä-tour ä angle droit avec chacun des 
trois axes diinertie Ja“, /y‘, I2’; ces trois positions de (d) marqueront les lignes 
118, 110’, 175" sur lesquelles ıl faut chercher les points correspondants (0, 0‘, 0“). 


12. 


Suite de T’examen des cas particuliers. 


Le caractere multiple de la solution generale etant reconnu, nous pou- 
vons maintenant reprendre l’examen de certains cas particuliers plus ou moins 
remarquables et difficiles ä la fois. 

IV. La force de percussion agit normalement ü [un des troıs plans 
d'inertie du centre, ou parallelement a Tun des trois axes d’inertie, a Taxe Ix* 
par exemple. 

Cette hypothese donne a =0 , n=0, et par les formules (A) et celles 
du ($. 9) on obtint: a = 0, =}, "=3},?P=0,Pf=3;, "=>: i 

Ces resultats d’indetermination se concoivent immediatement, sı lon con- 
sidere que l’dquation f = a'n— a”. u = 0 qui a conduit aux resultats (a, P, y; 
$.9) par la valeur a” = a‘.n: «u, devient illusoire pour le but de l’elimination, 
puisque „=0 , u = 0 la rendent identique et que des lors elle ne saurait plus 
servir ä exprimer a“ en a‘, Il faut donc renoncer aux resultats generaux d’elimi- 
nation, et revenir aux @quations fondamentales. La premiere (A) donne mainte- 
'nant a =0, partant «=0, car, =1; les quantites $* ß“ deviennent: 


ß° — a ) — a‘ 2 Ad — _ a, 


et comme la condition a’ — a“, u = 0 disparait comme moyen d’elimination, la 
seconde equation (A), en combinaison de a” -+a””=]1, ne saurait suffire pour 
determiner les inconnues D, a‘, «“; il s’ensuit que on peut seulement determi- 
ner a‘, a en fonction des donnees a, 5 et de la quantit€ D qui restera, du moins 
en deca d’une certaine limite, une donnee arbitraire dans le cas actuel. En eflet, 


quel que soit ici le plan P‘, men suivant F, la distance — D de l'origine ä ce 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 1, > 
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plan a evidemment pour maximum la diagonale /IT du rectangle construit sur les 
cötes a, b, pris a partir de / sur les axes Jy’, Js’. On trouve pour a‘, a‘ les 


valeurs 


‘ 
A = 


= b.Y (a? +5b°— D®Y)—a.D Rn =F.a.V(a +b°— D®)—b.D 
EB RR ERT ee Te 


qui prouvent aussi qu’on peut faire varier D) entre les limites0 etY(a’+5°)=1]T; 
ce-ci caraclerise neanmoins tous plans possibles menes suivant F, La valeur de 
O1 devient: 

Or = a+— D 


et OO = (Ba” + C.a”) :M.Y(a’ +5” — D®): formule ou il faut concevoir 
a’, a remplaces par leurs valeurs. La solution est par consequent possible pour 
tout plan P° mene suivant Fä une distance de lorigine moindre que JII; c’est- 
a-dire pour tout plan suivant .F dont la trace sur y’z’ avec lequel coincide icı le 
plan P, differe de la perpendiculaire en IT a la droite //T. En tirant de J sur 
cette trace dailleurs arbitraire, une perpendiculaire /Q, et prenant, & partir de son 
pied (), en sens contraire de OT, la distance OO, calculee par laderniere formule, 
on obtient un point (0) et un axe OX situe dans y’z’; et comme la direction de 
la trace de P* en II sur y‘z‘ est arbitraire, sauf le cas-limite, il siensuit que la 
question comporte presentement une infinite de solutions differentes. * On peut 


faire remarquer du reste que la solution que donnerait #’=0, est comprise 


comme cas special dans ces resultats. Eneffet, en prenant D=—.a, on obtient 
#5 b* . a? ee = d “4 | d A 

= an > 1, eta”=0; partant ff =(0, et "= —1. llen est de möme 

de celle de = 0, qui reponda D=—b. Car en prenant les signes inferi- 


eurs, on obtient des lors: 


— ab + ab 
€ um — “2 
«= a,p =,“ 


a? + D? 
zu Fe 
Ainsi toutes les fois quune force de percussion doit ebranler un solıde 
suwant une direction normale a lun des trois plans diinertie, on peut trower 
d'une infinitE de manieres differentes dans ce plan un centre fixe (0) et un 
axe spontand et permanent de rotalıon en ce pornt. 
On n’aura qu’ä tirer par le point IT dans ce plan, des droites arbitraires et 
indefinies, et repeter sur chacune la construction indiqude cı dessus; ce qui a 
chaque fois donne un point (0). En exprimant analytiquement cette suite de 
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constructions, on parvient äreconnaitre quelelieu geometrique des points (O) est 
une courbe du troisieme degre. 

Il importe aussi de reinarquer que pour chaque point (O) ainsi obtenu, la 
droite OIT est elle-m&me au point (O) un axe permanent du solide; car cette 
droite est perpendiculaire au plan forme par OX et par une parallele en (0) ä 
F; donc, puisque cette parallele est normale a y‘z‘, et partant un axe permanent 
en (O), et que OX en est un autre, il faut que OIZ soit le troisicme axe de ce 
genre. Ainsi le cas particulier trait€ ci-dessus, permet aussi de trouver de diver- 
ses manieres dans un plan dinertie central un point (0) pour lequel les trois axes 
permanents ont des directions determindes et dont !’un OJZ passe invariablement 
par un m@me centre II, Mais le lieu de ces points (O) jouit en outre de la pro- 
priet€ particuliere de donner en chaque point (O) quil comprend, un axe ä la 
fois spontane et permanent OX, correspondant ä la force qui en II percuterait le 
solide suivant une direction perpendiculaire au plan dinertie qui renferme tous 
ces points. 

Il est evident que pour retrouver la propriet€ enoncee ci-dessus, en fai- 
sant agir la force parallelement ä l’axe /y‘, par exemple, il ne faudra pas, en faı- 
snt7=0 ,%= 0, recourir aux formules du ($.9) quinesauraient reproduire 
quune solution d’une espece, mais qu’il faut employer celles qui sont etablies 
pour I'hypothese #’= 0. Toutefois on ne reproduirait ainsi que sous une forme 
analytique differente ce qui est suffisement connu par la propriet@ enoncee. La 
meme rdmarque est applicable au cas de = 0, u = 0, oü la force agırait paral- 
lement ä l’axe Jz’. 

V. La force de percussion agıt paralldlement a [un des troıs plans 
dinertie, a (x°,2') ou ü (a',y’) par exemple. 

Soit donc d’abord 7= 0, ce qui la suppose parallele ä (z°, y‘). On deduit dela: 

"=0 ,„ PeaN—an=0 , fl, 
; D=a. 


o=u, =—X 


La premiere @quation (A) devient identique et lautre donne D. La 
seconde fournit: 


S=—-D=-—a; 
les quantites 7’, U restent indetermindes; 


mus... weLe ,„ U, 
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Ainsi le point Q se trouve dans le plan x’y’ ou il exprime la projection orthogo- 


oo b 
nale de 77 qui s’en trouve a une hauteur ;; on obtient donc le point Q en 


abaissant de / une perpendiculaire /O sur la projection de F dans le plan x’y’, ou 


en abaissant de I une perpendiculaire IQ sur ce plan. Si l’on prend ensuite 


t Au? + BJ , 2 
sur IIQ prolongee, une distance OO = nr '}, on obtient le point (O0); et 


laxe OX, parallele en (O)a /Q et situ@ dans le plan P ou TOT, sera l’axe de- 


mande. On voit que dans le cas actuel le plan P' est le plan projetant F sur 





a’y’, et que la ligne (PP) croise ä la fois ä angles droits les deux axes /x’, Jy’. 
Une solution analogue subsiste quand la force de percussion agit parallelement 
au plan x‘. Mais dans le cas de 7 = 0 qu'on vient d’examiner, les deux solu- 
tions qui repondent [une =, et l’autre ä ß’= 0, sont identiques entrelles, 
et les deux points (O, O') ainsi que les axes IX, O‘X‘, coincident ensemble, tan- 
dis que la solution fournie par “= 0 donne: 


P=wu ’ f=—h ’ S,=0 ’ T,=V0 ’ 
U 


"EEE 705 Rue 5 7: 


si Se 


’ k ’ b 
Le point Q* est donc plac€ sur laxe Jz’ a la distance /Q"= ;» 


10" = 0I=.a. Sur 10" = a il faudra porter une longueur Q70*=C:M.a, 
pour avoir le point (O0). En menant ensuite par (O“) une droite parallele ä laxe 
]z‘, on obtient laxe 0X“ relatif au point fixe (O“) et a ce mode particulier 
de la percussion. 

Si au lieu de supposer „= 0, ou “«=0, on admet que la force agisse 
parallelement au plan y’z‘, ce qui sexprime par = (0, on tombe sur une dıffı- 
cult€ de forme analytique qui n’a point lieu pour le cas 7 = 0 quon vient d’exa- 
miner, ni pour son analogue «= 0; neanmoins la supposition nouvelle 2 = 0 
rentre absolument dans le cas cing. En effet, la droite F se projetant des lors 


sur les plans xy‘, 2‘ parallelement au plan y’z‘, on obtient pour ces projections: 


173 B- \ er 
Sam, =-5 don an —bu=0et 3=0 älafois. 


On conclut d a O7 =; et les quantites Q17, QO paraissent par con- 
sequent indetermindes; ce qui serait en contradiction avec la solution de I'hypo- 
these „= 0; car, encore une fois: quand une propriete subsiste pour l’un des 


plans dinertie, tel que &‘y‘, ou x'z‘, ‚il faut quelle ait lieu pour l'autre, puisqu au 
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fond chacun de ces trois plans peut servir de plan xy’. Donc l'indetermination 
sur laquelle on vient de tomber, ne saurait @tre qu’apparente, et tient ä la nature 
et A la forme seulement de nos notations; c'est ce qui reste ä verifier. 

Les €quations de F donnent pour la projection de cette droite sur le plan y’z*: 


Mais evidemment cette projection de direction connue (4,7), doit se trouver 


; Gr b.u—a.n i 
en outre & une distance connue D’ de lorigine 7; donc ( ; "). qui ex- 


prime celte distance en general, doit l’exprimer encore dans le cas actuel; la pre- 


ie Ei; 
tendue indeterminde 5 a donc la valeur D, et il vient: 


a.U—n.T=D!‘. 
Les formules generales et celles du ($. 9) donneront: 
«=0,, d"=0 ,a=l, =, ru. 


Le plan P' exprime par S-+D=0 est normal a laxe /x’; le plan P 
exprime par u.T-+n.UÜ=0 passe suivant laxe /x’, de sorte que le point de 
rencontre de P’ avec cet axe est le point ). On trouve en effet: 


,=-D, T=0, U=®, 


5 a=-alt—bun bi? 
etensute: = — -, TR= — Fca=0, UV=7=0, 





® a db j 
etl'on en conclut:D = ? De plus, les deux droites F, (P, P’), etant rectan- 
gulaires et se trouvant dans un plan parallele ä celui y’z‘, leurs projections sur 
ce dernier sont egalement perpendiculaires entr’elles; et pour avoir les coordon- 
nes (73, U,) du point de rencontre de F avec le plan P, il suffira par consequent 
de chercher celles du point de rencontre de la perpendiculaire tirde de J dans le 


plan y’z‘ sur la projection exprimee par u.U— 7.T= D‘; ce qui donne: 
R=D.#" =—D‘.n, U,=D.p"=+D.u. 


Ainsi la regle ordinaire que nous avons suivie plus haut pour la determi- 
nation des coordonnees 77, U, et laquelle nous a don = 0,d,= 0, toınbe 
en defaut dans le cas actuel, puisque ces coordonndes ont les valeurs finies 
—7.D’ , u.D’: ces valeurs donnent directement eelle de Q77 = D‘ qui re- 
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sulte aussi de la formule generale (3 $. 9) quand on y remplace ( 3) parla 


A i : 
valeur 0°; on aenfın QO=yyy- La construction de cette solution est done 


celle-cı. Du centre / on abaissera une perpendiculaire IVV ıla projection de F 


sur v’z’; au pied /V on elevera une normale au plan y‘z‘, ou bien une parallele 
y2;3 ] p’an y 2, P 


\ ’ \ . > \ a 

alaxe /x°; a partir de /V on portera sur cette parall£le une longueur — my ou 
b > a b Jh j 

— 7; ce qui donne lepoint II, pour /V/I = ne du point IT on abais- 


sera une perpendiculaire IQ sur Jx‘; elle a evidemment une longueur D’; sur 
IIQ prolongee, on prendra la distance OO = A:M.D*; et en (O) on menera 
une droite OX parallele ä/Q ou Ja’; on aura ainsi l’axe demande, repondant au 
mode special et actuel de la force F. 

Sı l’on compare maintenant cette solution de2= 0 avec celle qu’on a 
obtenue plus haut pour „=, et par rapport ä l’axe /2‘, on voit quelles offrent 
la m&me solution au fond, appliquee tour-ä-tour ä l’axe 72° et Ja’. 

Mais il reste ä voir si pour 2 = 0 les solutions deduites !une de #’= 0, 
Vautre de “= 0, concordent encore d’une maniere semblable. Soit donc d’a- 


bord £’=0, dou: 
o=0l , d«=—n , “=+ru,ß=—1, "= .. IE 


Ainsi la ligne (P, P‘) devient au point IT une droite parallele a l’axe /x’ et le 
plan P’ ou: 

— 7. T+u.U+D=0 
n est par consequent autre que celui qui projette F sur y‘z‘; donc son @quation 
actuelle exprime aussi l&quation de cette projection, et les quantites D, D° sont 
par consdquent @gales en valeur absolue. Le plan P exprime par 


aT+n.VU=V0 


passe encore suivant l’ax€ /x, pour ätre normal a F'; pour le point = (S,T,U,) 
on obtient: 


Se0 „DZ, =D... Rena 
Il se trouve done au pied de la perpendiculaire abaissee dans y‘z‘ du centre / sur 


la projection de F. Quant au point IT, on obtient d’abord par les formules 
generales: 


a 
=—7, , Tn=%— 0 y UV=0—-», 
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ce qui semble encore une fois annoncer une indetermination, puisque la diffe- 
rence de deux infinis est telle quantit€ finie qu’on veut. Mais il n’en est rien, 
car les equations de (P, P‘) donnent: 


=7„.D , U=-—u.D, 


et expriment que les coordonnees (T, U) des divers points de ceite droite ont des 
valeurs constantes; donc on doit avoir aussi: 


TG, m=n:D:- , UD,=—u.D, 


. 2 b? 
partant: I, =0, Q—-U=0, 07 = (S,—S) = = 3; 
a . b B.?-+C.u? 
qu=t-? , go ln 


Enfin [hypothese $“ = 0, prise comme point de depart, reproduirait 
identiquement la m&me solution, de sorte que la concordance se verifie ici comme 
pour le cas dey=0. Il etait toutefois indispensable de soumettre 'hypothese 
de 2=0& un examen special; car quoiqu’elle ne fasse connaitre aucune nouvelle 
proprietE mecanique de la question, elle presente neanmoins des difficultes quil 
_fallait lever directement, et des complications analytiques qui pourraient induire 
en eireur A un premier appercu. 

Remarque. Au seul point de vüe physique etmecanique, la question est 
seulement possible quand le point (0, O*, 0“) obtenu par le calcul et la con- 
struction geometrique, tombe & linterieur du corps solide. En effet, quand il 
tombe ä l'exterieur, il ne suffira pas de le fixer, ıl faudra encore le rendre soli- 
daire avec le solide m&me; ce qui ne se peut que par le moyen de pieces mate- 
rielles, alterant les valeurs primitives des moments dinertie A,B,C, la direction 
des axes d’inertie, et pouvant deplacer m&me le centre diinertie du solide. Nean- 
moins dans ce cas m@me la question peut @tre considerde comme resolue approxi- 
mativement par lanalyse precedente, toutes les fois que les pieces de liaison du 
point fixe avec le solide ont une masse tr&s pelite comparativement ä celle du 
corps, et que celte tres faıble masse relativene se trouve pas rejetde ä une distance 
considerable du centre d’inertie primitif. 

Hemarque 1], Un cas particulier assez etendu et qui merite encore d’etre 
signale, est celui olı le solide donne est un solide homog£ne de seconde classe 
B=(C, tg A>ou<B, et qui serait ebranl€ par une force de percussion dont 
la ligne d’action coupe l’axe 7x’ du moment inegal. On sait que dans un tel cas 
tout plan mene suivant laxe /x’ du moment inegal ou suivant l’axe de figure 
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pour le cas des solides de revolution, est un plan d'inerlie central du solide; de 
sorte qu’en supposant que la ligne F coupe laxe /x’, on peut dire que ces deux 
droites forment le plan x°y‘, et faire en consequence „= 0, et5=0. (voir. da. 
F.$.4.) On deduit da On =0 , 0O=x» ;; (U=-0,00=.ı. 
(voir. les formules a, £, $.9. a‘, ß“... $.11.) Mais la solution fournie par £“ = 0 
se maintient, car on trouve (a“, 8“... $. 11): 


s=0 ,„ «= ,„ «= Nm ,„ DER, 
O'n= ta „ 00" = CM, Oo oa = 6: Ma; 
s=06, TA, du 
S=-an , ho „Duo Ber, Par 


Le point Q coincide par consequent avec le centre J du solide, et le point IT, 
ce qui etait evident ä lavance, se trouve place dans le plan x’y‘. On aura le cen- 
tre (O”) en prenant sur JIZ, prolonge en sens contraire, une longueur O0“ ou 
IO" = C:Ma; et l’axe O“X“, en elevant en (O“) une perpendiculaire au 
plan x’y‘. 

Ainsi, quand un solide de seconde classe (B=(C, A>ou<B) est ebranle 
par une force de percussion, agissant dans un plan quelconque, men suivant 
l’axe du moment inegal, il n’existe plus qu’un seul centre spontane (0) situ 
dans ce m&me plan, et qu’un seul axe spontane et permanent de rotation, normal 
ä ce plan. 11 est superflu d’examiner le cas ou le solide doit ötre ebranl& au con- 
iraire par une force agissant suivant une direction perpendiculaire & un plan 
quelconque men suivant laxe de figure ou du moment diinertie inegal; car on 
reconnait alors immediatement par le ($. 12. 4°.) qu'il y a une infinite de points (O) 
et d’axes OX qui satisfont a la question, et qui tous sont situes dans le plan dont 
il sagit. 

Remarqgue III. Toutes les foıs quune force de percussion ebranle 
un solide de premiere clase, A=B=tC, on peut trower d’une inf- 
nılE de manieres differentes, dans le plan central, perpendiculaıre a sa 
Iıgne d’action, un point fixe (O) pour lequel laxe OX normal a IIO, et 
sıluE dans ce plan, est a la foıs un axe spontane et permanent de rota- 
tion. En effet, pour un tel solide, toute droite centrale, partant la droite men&e 


par 7 parallölement ä la ligne d’action quelconque de la percussion, forme un 


axe dinertie en J; donc le plan central, perpendiculaire a cette m&me ligne, forme 
aussi un plan d’inertie; donc, quelle que soit la droite suivant laquelle agit la 
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percussion, on peut toujours dire ici, quelle est normale A un plan d’inertie du 
centre, et faire en consequence A=1, u=0,»„=0; ce qui rentre im- 
mediatement au cas No. 12. 4° et demontre la propriet@ enoncee. Quant ä la 
construction de cette suite illimitde des points (O) et des axes OX, on na quä 
relire ce qui est dit au ($. 12) etprende k A=B=(C. 

En outre, comme les moments d’inertie du solide, relatifs aux divers axes 
du centre sont tous @gaux entreux, et que d’un autre cöte la ligne de F est un 
des axes permanents du solide au point 77, il s’ensuit que les deux points (O7) 
sont ici dans une dependance parfaitement reciproque; c’est-a-dire que si on per- 
cute le solide suivant l’axe OX, c’est le point I/ quiil faudra fiıxer, pour que la 
secousse y soit nulle, et que cest la ligne FIT en I/ qui devient & son tour laxe 
spontan® et permanent du solide; de sorte que la droite FII estencore dans une 
dependance de parfaite reciprocit€ avec chaque axe IX determine par notre so- 
lution. 1 y a ndanmoins cette difference entre les deux points (17, O); dest 
que la droite IIO est un axe permanent du solide au point (O), et quelle ne lest 
pas au point JI. De plus, la propriet€ de reciprocite subsiste encore pour les so- 
lides en general, quand la force de percussion est normale & lun des plans diner- 
tie, parceque dans ce cas sa ligne d’action devient toujours au point J/ un axe 
permanent. 

Remargue IV. La force de percussion agıt dans Tun des troıs plans 
dinertie; dans le plan x’y’ par exemple. On a deja reconnu ($. 7, exemple I) 
une solution de la question actuelle par le moyen du facteur u H +a7,E=0, 
generalement inadmissible. Mais il s’agit presentement de voir ce que deviennent 
les trois solutions generales des ($.9, 10, 11.) Or daapres la supposition faite, ıl 
faut avoır: 

5 —=(. 

La solution # = 0, donne par (a, ß,...): QT=V0 , 0O=%; _celle 

’=0 donne par (a, B',...) O'uz=V , 00'=@; celle "= 0 produit 


au contraire les resultats fınıs: 


an „ «el . Em) „„Deu , Ben). 

D=-0 i 0'122 = a? , O’T=a . 0"O=C:Ma, 

RR 
Ss, = 0 « 7, = 0 - U =0 . S,=—au B T,=-+aı b) BD, =; =V. 


Ainsi les deux premieres solutions deviennent impossibles, en plagant les 


points (0,0°) ä des distances infinies; mais la troisieme solution fournie par 
Crelle’s Journ. f. d, M. Bd. XLVIlI. Heft 1. 6 
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ß”=0 se maintient: le point Q”=(S,T,U,) se confond avec l’origine, ou le cen- 
tre / du solide; pour avoir (0), ıl faut prendre, ä partir de J, sur le prolonge- 
ment contraire de la normale /JII = a, abaissee sur F, une longueur C: Ma 
ou C:M II. Or cette solution est absolument identique ä celle de l’exemple (1.) 
6.7). 

Mais alors m&me que cette identite n’existerait pas, on serait encore force 
d’adınettre la solution de l’exemple cite, et de ne pas rejeter d’une maniere ab- 
solue l’egalit€ ä zero du facteur ua’H+-aAE. Du reste, si cette egalit€ annonce 
une impossibilit€ de la question pour le cas de l’exemple (II $.7), il nen faut pas 
&tre surpris, puisque dans ce cas m@me l’equation de condition (V) devient Egale- 
ment impossible; car par „=0(, onaa=(, et elle devient simplement: 


N DC — 0, 
ou urDC- r6r)_ Dee 0: 


egalit€ absurde, puisqu’aucune des quantites «,A, D n'est generalement nulle par 


bull— b 
la seule hypothese de „ = 0, qui donneD= PL rc =;. Mais le (No. 5° 


€ 





$. 12) demontre neanmoins que dans ce cas meme la question comporte encore 
une double solution. Ainsi les resultats m&mes de nos calculs tendent ä nous 
raffermir dans la signification que nous avons attribude d’abord au facteur 
aufAl+arE=0. Toutes les fois que la ligne d’action de la force satisfait 
par sa position ä la condition (V.$. 7), il donne une solution propre de la 
question, laquelle peut dans de certains cas particuliers devenir identique & une 
des trois solutions generales: des que Ja condition (V) cesse d’avoir lieu, la solu- 
tion propre n’existe plus, et annonce simplement une impossibilite relative de la 
question, puisqu'il est reconnu maintenant que June au moins des trois solutions 
generales se maintient dans tous les cas. Du reste, la solution propre qui subsiste 
dans le cas de la condition (V), donne, comme toute solution generale, une droite 
(P, P‘) situde en /Z dans le plan P, ou rectangulaire avec la droite F: car en 
multipliant les valeurs de £, £‘, £“ ($. 7) par A, «, n respectivement, et ajoutant 


les trois resultats, on retrouve 


Pr+ Put Pß"n =0; 


et cette rectangularite seule suffit pour nous porter ä admettre la solution propre 


dont il sagit. En effet, soit I7d, la position de(P, P‘) et O,,0,X, le point spon- 
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tane et laxe permanent correspondant quelle fournit: comme les circonferences 
de cercles decrites des points (0, 0‘, O0“, O,) comme centres avec des rayons 
O011,0'1,0"IT,0,TI, et dans des plans normaux ä P, ont toutes une tangente 
commune en II, normale au m&me plan, ou dirigee suivant la ligne de la percus- 
sion F, il sensuit que si le point IT est le centre de la resultante effective des re- 
actions diinertie tangentielles, ou le centre de reaction d’inertie tangentielle pour 
le centre fixe (O) du solide et pour l'axe d’ebranlement OX, il peut fort bien 
l’ötre encore pour les trois autres points (O’‘, O“, O,) rendus fixes tour-ä-tour, et 
pour les axes correspondants; car ä chaque fois, !’ebranlement se faisant autour 
de l’un quelconque de ces quatre axes, la reaction d’inertie tangentielle totale se 
fera en sens contraire de la ligne daction de F; ce qui est une condition essen- 
tielle et indispensable ä remplir pour que la percussion soufferte par le point fixe, 
soit nulle. Cette explication mecanique suffit ponr faire comprendre qulil peut 
yavoir au moins cette multiplicit€ de solutions que lexamen analytique de la 
question nous a fournies dune maniere peremptoire. 

Remarque V. Mais cette diversit€E de solutions nous conduit ä presen- 
ter Je rapprochement suivant. Etant donnd un point fixe (w) dans un corps so- 
lide, il y existe toujours trois axes permanents au moins qui sont rectangulaires 
entreux. Sion veut ebranler le solide autour du premier wä de ces axes, pour 
qu'il n’en resulte ni percussion sur laxe ni sur le point fixe, il faut faire agir la 
force dans le plan permanent des deux autres w£‘, w&”, normalement au plan 
mene suivant w£ et le centre 7’, et ä une distance convenable ZP de ce centre 7; 
ce qui donne un premier centre de percussion P (Voir. $. 3 fin), situe dans le 
plan (w&’, w&“)’? Mais evidemment, on peut demander d’ebranler le solide sous 
les m&mes conditions autour de chacun des deux axes w&’,w&”, ce qui donne 
deux autres centres de percussion ou de reaction tangentielle P', P“, un P’ sı- 
tue dans le plan (w&”, wE&) et lautre P“ dans le plan (w& ,w&‘). Ainsi donc 
pour un meme point fixe (w) d’un solide, il y a trois centres de r£action tangen- 
tielle (P, P', P“) situes dans les trois plans permanents du point, et trois modes 
de percussion connus correspondants. De m&me, pour un mode de percussion 
donne, on peut trouver en general dans le plan central P, perpendiculaire ä sa 
direction en IT, trois points (O, O', 0“) et trois axes spontanes et permanents 
OX ,0'X',0"X“ autour de chacun desquels le solide sera mis en mouvement, 
sans quil y ait percussion sur le point rendu fixe, ni sur l’axe correspondant. 
Tel est le theor&me reciproque general, demontre par lanalyse precedente. 

La quatrieme solution (776, , O,X,) exprimee au ($. 7) est en effet im- 


6* 
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possible dans le cas general; puisqu'elle n’a lieu que pour le mode de percussion 
special qui satisfait a la condition (V). Faisons remarquer aussi que dans la 
question directe, le point (w) peut @tre choisi de maniere ä y donner pour le so- 
lide une pluralite, et m@me une infinite d’axes permanents, ce qui produit une 
egale multitude de centres de reaction tangentielle.. De m&me, dans la question 
reciproque il se peut que le mode special de percussion soit tel que l!’on puisse 
trouver d’une infinit@ de manieres differentes un point fixe(O) au solide, et un axe 
OX ence point qui soitä la fois laxe d’ebranlement et l’axe permanent de rotation. 
(Föir par exermple le No.4$.12.) L’analogie n'est pas toutefois complete ä cet dgard 
entre les deux theories. En effet, quel que soit le point fixe donne (w), pourvu 
qu’il differe du centre d’inertie, il aura au moins trois centres de reaction tangen- 
tielle, situes dans ses trois plans (w&’, w&’).(w&", w&)...; au contraire dans la 
question reciproque le mode de percussion peut ätre specifi€ de fagon qu'il n’y 
ait plus qu’une maniere unique de trouver dans le solide le point (0) corres- 


pondant. (Foir par exemple le No. 6, remarg. IV.) 


13. 


Pour mieux eclairir la signification de l’egalite ä zero du facteur ua'H-+aXE, 
il nous reste une question accessoire ä traiter: question qui se trouve implicitement 
resolüe par lanalyse des numeros precedents. 

Par le centre d’inertie I dun solide on mene un plan P normal a la 
ligne d’action F de la force de percussion, et suieant F, comme charniere fixe, 
on concoit un plan P', d’abord arbitraire pour le reste. On demande dans 
quelle position ıl faut arreter P', pour que sur sa droite diintersection (P, P') 
avec P on puisse assigner un point (O) tel que laxe OX normal en (O0) a P', 
soit un axe permanent du solide en ce point, et decienne parsuite laxe 
debranlement par rapport a la force F; le point (O) etant rendu fixe, et solı- 
daire avec le solide propose. 

Si on conserve les notations admises plus haut pour caracteriser les dıvers 
elements de la question, on conclut immediatement que les equations ($) doivent 
subsister, puisque la condition qui exige que OX soit permanent, est maintenue; 


et comme elles doivent fournir pour ‚$ une ın@me valeur commune 


ad'BE 
5 = Mr; 
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il faut encore que l’equation (B. |. 5) subsiste; et comme en vertu de la signifi- 
calion reconnue pour le facteur ?, on peut actuellement supprimer celui-ci, on 
obtient au lieu de (B) l’Equation 


(ua. H+ar.E)a"=0... (B/), 


laquelle, pour subsister generalement, permet encore la suppression du facteur 
commun a“; puisque faire «=, ce serait ramener la question a un cas tout 
particulier que nous laisserons ici de cöte. En joignant donc & l’&quation (B) 
ainsiı entendue, les deux equations (A) et la relation perpetuelle aaa r—1, 
on obtlient les Equations necessaires pour determiner toutes les inconnues «a, a‘, 
a“, D, et les auxiliaires £, P’, PB”. 


En posant pour abreger: 
2uw(A— BD’ + Wr (B- CO’ + lCC—-— A=M?, 


on trouye les valeurs suivantes: 








ER 1 ut, u BE) u. tu(B— 4) 
ea re ee Ze se ;; Alain Allähke 
et dans l’hypothese que A ne soit pas nul, on a D) par: 
Dr = aC— A)n ae 


ce qui determine completement le plan P’; de sorte que la question est bien de- 
tierminde en general. Pour obtenir ensuite le point (O) par ses coordonnees 


S, T, U, on calculera les quantites subsidiaires /,/ ‘,ß“ par les formules 

R ‘ 4 4 AG? 2 Bu? 2,” 

EUER PUR wL + a) —- (Bu’+ C7)]; 

u 
= ei wi$B— A).Y+(B— C).]» 
‘ N ‚ 2 
B=.......=pl(C—-B.wW+(C—-A.N]. 
ll est aise de verifier lidentite de ces valeurs de a, a‘, a”, D, etc. avec celles quı 

ont &t€ trouvdes au ($.7) sous une forme differente et moins symetrique & cause 


des abreviations qu’on ya adoptees, et qu'il faut remplacer par leurs valeurs pour 
faire cette verification. Du reste cette identite de resultats est necessaire, parce- 
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que les equations qui ont servi de point de depart, sont les m&mes dans l’un et 
l’autre cas. 

Ainsi donc la signification du facteur ua 7 +aXN.E =0 est maintenant 
manifeste, puisqu'il forme la base fondamentale de la solution de la question 
qu’on vient de traiter, tandıs que le facteur ? = 0 resout la question generale 
reciproque de la theorie ordinaire du centre de percussion. Or il se peut que la 
premiere solution satisfasse dans de certains cas particuliers ä toutes les conditions 
de la seconde question, et qu’elle fournisse ainsi accidentellement des solutions 
toutes speciales de celle-ci. 

Mais notre analyse fournit en m@me temps la solution de la question reci- 
proque de la precedente qu’on vient de traiter, et donne lieu & quelques conse- 
quences interessantes quil convient de signaler. 

Etant donnee une droite (P, P') de position et de direction (p,9,ß,ß',ß"): 
irower sur ceite droite un point (O) pour lequel Tun des axes permanents 
du solide soit perpendiculaire en (O) a cette droite, et forme avec celle-ci un 
plan central du solıde. 

Nommons P le plan determine par la droite (p, 9, ß, ß‘, £“) et par le 
centre J, et soient X, 4, n la direction de la normale au plan P, et P‘ le plan 
passant suivant la droite donnee, et rectangulaire avec P. Si l'on denote encore 
par — D la perpendiculaire mende de J sur P‘, bien connu de position et de 
direction, on obtient dabord pour la direction (a, a‘, a“) de l’axe demande: 


a=uß—n „ Wan ,„ "erh —uß, 


et pour le calcul des coordonnees S, T, U du point (O), la formule 


dans laquelle «a, a‘, a ont les valeurs precedentes en fonction des donnees ß, ß%, 


BP", Rh, 4,» et ou J) peut aussi @tre pris comme une donnde immediate; ensuite 
les equations de la droite donnee (P, P’), savoir 


T.P—S.ß =p. 
U." —T.ß"=g, 
S.P"—UVß =tr, 


donneront 7‘, U, quand labscisse S est calculee. 
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Du reste, les quantitdes D, A, «u, 7 pourraient &tre exprimdes au prealable 
en fonction des donnees directes P, 8°, ß",p etg our; ce qui exprimerait les 
inconnues (a, a‘, a, $, T, U) par celles-ci seulement. Mais la question pre- 
cedente etant une fois resolue, on est naturellement amende & generaliser par 
analogie, et a demander par exemple, Vensemble des points (O) d’un solide 
pour chacun desquels lun des axes naturels de rotation ait une direction 
donnee. 

Solution. Congevons que dans les @quations (I, II, $.2) on remette 
pour f, g, h, A‘, B’ leurs valeurs en $, 7. U, A, B, C. Elles expriment des lors 
chacune une surface du second ordre qui par leurs intersection courbe donnent 
le lieu des points (O) demandes; les quantites «, a‘, a designant dans ce cas, 
comme ä l’ordinaire, des cosinus d’angles donnes, soumis & la relation perpetuelle 
ta? rar? —1. 

Mais au lieu de developper cette question, il sera preferable de s’attacher 
plutöt ä& cette autre dune tournure un peu differente, et qui nous parait plus 
feconde en consequences: Trowver sur une droite donnee (D) de position et 
de direction dans un solide, sı toutefois c’est possible, un point (O) pour lequel 
cette droite soıt elle-meme un axe permanent ou naturel de rotation de ce 
solide. 

Solution. Bepresentons les equations de (D) par: 


T.u— S.a’ Pf 


De ad). 
ER 2 RL (D) (a, a‘, @& P» 9) 


En substituant dans les @quations (I, II, $. 2) les valeurs de , g,h, A’, B’, en 
S,T,U,A,B,C, on obtient ä leur place: 


a,.a”. H + „a (T’— U) + aa”. $S.T— au.$S.U+(?— a”). T.U=V 
0.0, E+ aa (F— U?) + u.a”. S. T+ (a? — a9).S.U—a.. TU=V. 


Portant ensuite dans celles-cı les valeurs de T’et Uen S, deduites de (D), et fai- 
sant la reduction des termes, on reconnait aisement que le terme en ‚S? dans cha- 
que Equation devient identiquement nul, et on obtient les deux equations suivan- 
tes, comme resultats de cette substitution: 


(M) ar.ar.a”, AH +(pa”— g.0).S+ aa (PN) + la? — aN)pg = 0, 
1. aa, E—g.S- at. ’—apg =. 
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On voit qu’elles se reduisent encore a la forme lineaire par rapport & S, 


et queelles assigneront ä cette abscisse une valeur commune: 


E 
(III.) $z Ma Tmatg—ap, 
pourvu que l’equation de condition suivante: 5 
E 
(ap — ag)(a? a m a'g— ap) + a’a/a” H+ aa (p’— 9°) + (a — a”)pg=0 


subsiste entre les co@fficients de direction donnes (a,a’,«a“) et les deux quantites 
lineaires p, 9. En la reduisant ä la forme la plus simple, on obtient ä sa place: 


E 
a a". (a H + a" ;- p—a. E) = 0, 
ou en remettant pour #, A, leurs valeurs, et simplifiant: 
(WW) @.a“| a (4—B)+ 0”.(C — A) 2 | — 0. 


Ainsi l’on voit par lä que toute droite, satisfaisant A la condition (IV) par 
les donnees (a, g), est susceptible de fournir une solution de la question, et que 
pour toute droite differente au contraire, il est impossible d’y trouver un point 
pour lequel elle soit un axe naturel de rotation. Cela etant reconnu,,examinons 
quelques cas particuliers remarquables. 

D’abord, pour les solides de premiere classe, on peut toujours trouver sur 
une droite quelconque prise au hasard, un point (O) pour lequel elle soit un 
axe permanent; puisqu'alors la condition (IV) est satisfaite identiquement. 11 suf- 
fira d’abaisser du centre] un plan perpendiculaire sur la droite donnee, et leur 
point de rencontre sera le point (OÖ). De mäme, pour les solides de seconde 
classe on peut toujours troucer sur une droite prise au hasard un point (0) 
pour lequel la condition prescrite est remplıe. 

En effet, sot C = A: la condition (IV) devient &2.«’.«’ = 0; et 
celle-ci est d’abord satisfaite identiqguement pour toute droite parallele au plan 
dinertie (x, 2°) qui donne C= A, puisqu’alors d = 0. Ensuite quelle que soit 
la direction differente de la droite, on peut toujours faire tourner un certain plan 
autour de /y’, jusquä ce quiil devienne parallele a la droite. En arr£tant le plan 
dans cette position, et prenant l’axe /z‘ suivant la ligne d’intersection avec le plan 
normal en /& Jy‘, on aura @ = 0, et la condition «?«’«” = 0 est par consequent 
toujours remplie ainsi; d’ailleurs l’axe /2° peut toujours &tre choisi d’apres la con- 
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diion «=0, ou dea“ = 0, puisque !hypothese C= A fait que tout les axes 
en J, perpendiculaires a /y‘, sont des axes diinertie, 

Quant au cas general des solides de troisieme classe, il nous fait tomber 
immediatement sur une difhicult€ assez serieuse, qui consiste ä reconnaitre l’usage 
de chaque facteur &.«”, et « (A— B)g+«“”(C— .A)p de l’equation (IV). Or 
je dis que le premier qui se rapporte uniquement ä la direction de la droite, doit 
ötre rejete, et supprime dans cette equation, comme ne pouvant conduire qu’ä 


des consequences contradictoires et inadmissibles. En effet, si on etait en droit 


de prendre «.«’ = 0, partant «” = 0 par exemple, toute droite parallele au 
pP FH p | I 

plan d’inertie &’y’ serait, pour son point (O), determine par S=— ap, T=-+ap, 
ve 2, un axe permanent du solide: donc reciproquement, en un point quel- 


conque donne (0) = S, T, U d’un corps, on devrait toujours pouvoir determiner 
une direction (««’) parallele au plan dinertie ©’y‘, et qui serait en ce point un 
axe permanent; les quantites «, «' auraient les valeurs « = T:Y(S’+ 7°), 
« = — S:Y(S+T?) Or si une telle solution etait admissible pour le plan 
a'y‘, elle devrait l’&ire pour chacun des deux autres plans d’inertie, puisque x’y‘ 
pourrait designer tour-a-tour chacun de ces plan; et l’on devrait conclure de li 
qu’en un point quelconque (O) dun solide, on puisse toujours trouver trois direc- 
tions naturelles de rotation, respectivement parallcles aux trois plans d'inertie; ce 
qui, quoique possible dans quelques cas particuliers du point (0), est neanmoins 
impossible en general, et en contradiction avec Ja theorie connue qui demontre 
la rectangularit@ de ces axes deux-a-deux au point donne. Ainsi hypothese 
«' = 0, faite separement, doit etre rejeide, et il en est par consequent de m&me 
de celle « = 0: donc le facteur «?.«’ de (IV) doit @tre supprime, et cette con- 
dition devient par consequent simplement: 


«(A— B).g+e'(C—- A).p = 0%... (m). 





On voit d’abord que celle-ci est satisfaite identiquement par les Egalites 





simultandes  =0 , «’ = 0, qui donnent en m@me temps par (III) et (D): 





S=0,T=p,ÜU=g. Ces resultats demontrent immediatement que Zoute 





droite perpendiculaıre a Tun quelconque des trois plans d’inertie d’uun solide, 





est un axe permanent ou naturel de rotation pour son point de rencontre 





avec ce plan (coır. $. 1. enonce J.). Mais par la meme il est evident a lavance 





que toute droite situce dans lun des trois plans dinertie, est toujours necessaire- 





ment un axe permanent pour un cerlain de ses points(O). L’analyse precedente 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIIl. Heft 1, 7 
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confirme cela, en m&@me temps qu’elle nous fournit une nouvelle preuve de la 
necessit@ de supprimer a’a‘ dans (IV). En effet, supposons d’abord dans (m), 
«= 0, a lexclusion de a = 0; des lors il faut que l!on aitg=0; ce qui place 
la droite donnee dans le plan x‘y’ m&me, et fournit par l’equation (III), en vertu 
ek =0,g9=0: 


$=3, patnıt T=5 ,„ U=0. 


Cela prouve done bien que toute droite situde dans [un quelconque x'y‘ 
des plans d’inertie est un axe permanent pour un certain de ses points. Mais 
cette analyse semble &tre en defaut pour la determination de ce point. Or avant 
de rien conclure ä ce sujet, il faut voir aussi ce que donne legalit€e a’ = 0), celle 
a" —= 0 etant exclue. Des lors (m) devient p(C—-A)=0, oup=0; dou 
resulte T=0, ce qui place la droite dans le plan z‘, x‘, et ıl vient: 

U= eg + ac” Tr  I=— «gt a’a”' a - 

Ainsi l’equation de la droite («, «’, g) placde sur le plan 2‘, x‘, etant 
La — Sa” = 9, les coordonnees (U, 5) du point (O), pour lequel elle est un 
axe permanent du solide, sont donnees par les formules precedentes, et la pre- 
tendue indetermination n’a pas lieu reellement. Si l’on voulait avoir le point (O) 
sur la droite placde dans le plan &’y‘ m&me, pour lequel lindetermjnation appa- 
rente sest d’abord produite, on appliquerait aux trois formules precedentes la 
methode de l’echange progressif des lettres, en remarquant d’abord que l’equation 
Ua— Sa” = g donne par lä S@ — T& = r, r etant une constante nouvelle, egale 
a— p en vertu de la premiere Equation (D): par la la valeur de U obtenue ci- 


dessus dans le plan (z‘x°), donnerait pour le plan (x‘y‘): 








S= ’ I „z-2 ul ! ’ ‚„A-B 
ze rt de M.r = = op au M.p ’ 

] A ‘ T = ‚ 2 suB Mi, —B 
et de meme: = —- .oor+t+ c« Ü M.r = taep—a Ü& M.p . 


La m&me methode, appliqude ä ces deux dernieres (r etant conserve), ou 
celle de l’Echange regressif appliqude aux formules primitives, ferait connaitre de 
m&me le point (O) pour le cas oü la droite (D) serait place dans le plan (y’z‘). 
Mais un seul systeme de formules etant suffisant ainsi, on voit clairement que 
lindetermination effective n’aurait lieu que dans le cas ot le calcul applique suc- 
cessivement ä chacun des trois plans, donnerait ä chaque fois des valeurs de coor- 
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donndes ayant la forme $. Nous ferons remarquer aussi en passant, que si on 


prenait les Equations de la droite (D) sous une forme symetrique, savoir: 


Ta —Sd=P, 
U— T«' = (0) 
S'"—- U. —=h 


dou p= P, 
et 0 = R, 


conformement a l'esprit de l’echange progressif, ce qui donnerait en m&me temps: 
P« + O« + hl =ß0, 
la condition (m) serait remplacde par la formule 
P.« (C— A) -— ReY{A—BD)=0...(M), 
d’ou il resulterait immediatement par l’echange des lettres: 


Qa(A— B)— PeB-0)=0... (MN), 
Red(B—-C)— D.c(C-A)=0... (MN). 


Mais ces @quations de condition ne doivent pas subsister simultanement; 
elles expriment toutes trois la m@me chose avec des lettres differentes; c’est pour- 


quoi ayant par exemple examine plus haut les csde®=0 ,„ «=Oäla fois, 


’ 
ce qui rend (m), partant (M'), identique, il est superflu de voir ensuite ce que 
donnerait la combinaison « =0 , «=0,' et ensuite cele a=0 , !=0. 
Mais sı on voulait le faire, on devrait recourir une fois ä la formule (M’) etä ce 
qui sy rattache, et l'autre fois il faudrait employer (M”), et ce qui en depend; 
car selon qu’on voudra employer ou (M), ou (M‘), ou (M”), il faudra modifier 
l’equation (III) en consequence. Une circonstance bien simple confirme notre 
maniere de voir ä ce sujet; c'est que Ja propridte deduite, par exemple de «' = 0, 
e' = 0, Etant une fois enoncde en langage ordinaire, est absolument identique 
a ce qui resulterait de« = 0 , a” = 0 qui repondent ä la formule (M‘), ou de 
€ =0 , «” = 0 qui repondent ä (M“); dest & quoi on parvient immediatement 
par Pemploi unique et exclusif de (M) ou (m) et (II), en faisant remarquer 
que le plan (y‘z‘) par exemple peut tour-ä-tour @tre un quelconque de trois 
plans d’inertie du solide. Ces considerations sont analogues ä celles qui sont ex- 
posee aux ($.10 et 11) sur les diverses solutions fournies par $ = 0, par 
f=0, et par "= 0. 

7* 
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Apres cela on peut faire remarquer que pour toute droite situee dans l!’un 
des trois plans dinertie, et passant en outre par le centre du solide, le point (O0) 
passe ä l’infini; car ä la verite (m) devient identique pr p=0,9=0; mais 
les coordonndes TU, $ pour la droite Ua — Sa” = 0 deviennent toutes deux in- 
finies; ä moins que davoirenm@metemps e=0,« =1,u«e=1,..=0; 
ce qui rendrait encore S, U indeterminees; mais on sait qualors on peut avoir 
50, UÜ=0. 

De plus, comme ıl y a alors indetermination; on en conclut que Zout awe 
dinertie dun solide est un axe permanent pour l’un quelconque de ses points. 
(Voir. $. 1 fin. enonc€ I); ce qui a et€ demontre d’une facon differente dans le 
memoire cite au ($.1). Enfın, pour avoir le lieu geomätrique des points (O) dans 


le plan diinertie (z‘x°), en chacun desquels une m@me direction constante («,«“) 
E 


est un axe permanent, il faudra substituer dans la valeur U= ag+t au”. — 


q ’ 
la valeur de g consider comme variable dans lequation g=a.U—.a”.S, ce 


qui donne l’equation: 


— aa. U?’ + (a — 0). U.S+ ac”. E=0, 


laquelle caracterise une hyperbole. Ainsi Ze eu geometrique des points situes 
dans un meme plan dinertie, en chacun desquels lun des axes permanents 
dans ce plan, conserve une direction invariable, est une hy,perbole concentrique 


1 
au centre du solide. Pour le casde «"=«=5V(2), la courbe devient 


. A-—-B 
—-UÜ=—-E=7-7r7 . 


D’ailleurs, comme la droite centrale de direction («3 «“) coupe et touche 
la courbe ä lıinfini, ainsı qu’on pourrait le verifier directement, il sensuit quelle 
forme une asymptote; et comme la direction rectangle ä celle-lä produirait evi- 
demment le m&me lieu geometrique des points (O), elle doit ätre lautre asymp- 
töte. C'est ce que verifie encore la courbe obtenue, puisque son equation ne 
change pas en y remplacant («, «“) par (—a”, + «); elle est par consequent dqui- 
lat&re dans tous les cas. Reciproquement, etant donnde et tracde dans un des 
trois plans d’inertie du solide une hyperbole Equilat£re quelconque, representde 


par l'equation 


— UÜ’+m.SUÜ+ SE =0, 


on en pourra toujours fiıxer les dimensions d’apres la condition que ses asymp- 
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tötes rectangles repr@sentent pour chaque point de la courbe les deux directions 
conjugudes permanentes du solide. A cet effet on fera: 


= „2 2 
E. a U 
E: m= u 7 2 EI (> £ 


® a0 





_ A 


| Dans ces Egalites la quantit€ = 5? doit avoir la valeur invariable (Z ; mais 


on peut se donner mm ä volonte, et determiner les deux directions conjugudes per- 
manentes ou les asymptötes, en fonction de la donnee m. 

Dans le cas particulier des solides de deuxicme espece, la courbe tracde 
dans le plan central ä moments egaux, degenere en deux droites centrales rect- 


angulaires 


Uua—Sa”=0 ;„ Va" Sec —=0; 





ce qui signifie quen un point quelconque (0) d’un tel plan, lun des axes natu- 
z rels est la droite tirde de lä au centre, le second une perpendiculaire ä la droite 
OT, et le troisi&me la normale au plan des deux premiers axes, ou une parallele 
ä laxe du moment inegal; c’est-a-dire a l’axe de figure dans les solides de revo- 
lution. R 


Suite du $ 13. 


Examinons prösentement le cas plus general de la question: celui ou la 
droite (D), sans cesser de satisfaire A la question, ne se trouve dans aucun des trois 
plans dinertie, nı normale ä leurs directions. En tirant de l’Equation (m) la va- 





\ leur deg en p et la portant dans (D), on obtient pour les @quations generales de 
i la droite (.D°), propre ä satisfaire & Ja question: 


eV d.S=P...:..:... 


a ...(DN. 
ee 










En concevant » comme un parame£tre variable, et l’eliminant d’entre ces 
Equations, on obtient dabord le lieu geometrique de toutes les droites a direction 






(&, a‘, c), propres ä satisfaire ä la question; ce qui donne le plan central suivant: 





aa (A— B).U + ac (C — A).T+ a (B-0.S=0...(P). 






De plus, en portant la m&me valeur de g dans l’@quation (III), on obtient 


pour labscisse S du point (O), pris sur chaque droite individuelle (D°): 








sum > 
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A-BE A—C «d" 
a 
Ss ee a em Dr 


P'), 


et l’on obtient ensuite les coordonnees 7, U par les equations (D“); de sorte qu’une 
droite quelconque (D'), etant donnee et trace dans le plan (P), on peut toujours 
calculer la position de son point (O) pour lequel elle est un axe naturel de rota- 
tion du solide. On peut dire aussi, (P°) etant consider€ comme un plan normal 
ä l’axe d’inertie /x‘, que ce point (0) resulte de lintersection d’un plan special 
(P‘) avec une droite speciale (D) correspondante. 

En construisant une infinite de droites (D*) paralleles, correspondantes 
aux valeurs consecutives de la ligne arbitraire p, et les plans (P) correspondants 
ä ces m@mes valeurs, on aura par l'intersection de ces droites avec leurs plans cor- 
relatifs, le lieu geometrique des points (O) tous situes dans le m@me plan (P). 
Donc, pour avoir de m&me la projection orthogonale de lacourbe plane des points 
(0) sur les plans d’inertie coordonnes, il suffit d’eliminer p entre chaque Equation 
(D’) et celle (P‘). Mais une seule elimination suffit &videmment, puisqu’ayant 
par exemple l’equation de la projection sur le plan x'y‘, on concevra un cylindre 
droit, ayant cette projection pour base; et il coupera le plan (P) suivantla courbe 
meme des points (0) que l’on cherche. Cette projection et la surface cylindrique 
ä laquelle elle sert de base, auront pour Equation commune: 


A— g: A—B 
(« T- «9S+(@« +3 - F)@T- SP — de. za 1-6 E=°; 


et celle-ci exprime encore une hyperbole; ce que l’on pourrait verifier par sa 
forme m@me, en passant des axes x‘, y’ a deux autres axes rectangles ($°, 7“) de 
möme origine J, et dont le premier JS‘ coincide avec la projection d’une droite 
centrale («, «’, «) sur le planx’y‘, tandıs que l’autre /7 se trouve dans le m&me 
plan suivant une perpendiculaire au premier. Du reste il est assez @vident par 
les equations (DY, P‘), et il suit de ce qui precede que la courbe nı&me des points 
(©) dans le plan (P) est une hyperbole, puisque d’une part on reconnait sans eli- 
mination quelle est du second degre, et que d’autre part la droite centrale (D) & 
laquelle r@pond un parametre p =), a un point ä Tinfini positif et negatif, com- 
mun avec la courbe. De plus, comme on voit par ces m&mes dquations yo pour 


TU ad de” 
p=0,S=», et que les limites des rapports 5’5 deviennent — > respec- 


tivement, il siensuit que la droite centrale («, «', «") est encore une asymptöte & 


la courbe m&me des points (O) dans le plan (P). 
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Pour verifier ce resultat d’une autre maniere, nommons JS” la projection 
sur x'y’ de la droite centrale (@, «‘, a“), et IT’ une perpendiculaire ä 78° dans 
le m@me plan; g, h designant pour un instant les angles de IS’ avec Ik’, Iy‘, et 
* linclinaison de la droite m&me sur le plan ©‘y’, on aura: «= c0sg.cosır, 
a'= cosh.cos# ,„ a’ = sind. 

En passant des coordonnees (S, 7) d’un point quelconque rapportd aux 
axes Ja‘, /y‘, ä celles (5, 7”) du m&me point rapporte aux axes 7/8‘, IT’, & laide 


des quantites cosg, cosh, cos +, on obtient pour l&quation de la courbe sur a'y': 


y 
eo? 


ed ST + lb + ba? — ya”. T” — er E= 0; 


er A. Ben 
b designe pour abreger , la quantit€ 2. Ö. De cette &quation entre S’et T' 


on conclut que lune des asymptötes est Ja droite JS’ m@me, tandis que lautre fait 
avec 1S’ langle de cosinus m. a” : Y(a?«’? + m?«'*), pour m = bar + ba? — u*, 
Or puisqu'il est generalement vrai que la projection de la tangente ä une courbe 
dans l’espace, coincide avec la tangente ä la projection m@öme delacourbe, lam@me 
propriete doit subsister pour les asymptötes; de sorte que dans le cas actuel, la droite 
S‘, formant l’asymptöte de la courbe sur x°,y‘, la droite centrale («, «', «”) doit etre ä 
son tour celle de la courbe m@me des points (O). Par la m&me raison la seconde 
asyınptöte ä lacourbe de projection sur ©’y’est la projection de la seconde asymptöte 
P,8‘,ß”) de la ligne des points (O); de sorte que la droite centrale (?, £*, 8“) 
est aussi connue, et que l’on pourrait m&ıne aisement calculer ses co@fficients de 
de direction £, £’, 8". 

Comme l’hyperbole est absolument symetrique par rapport a chaque 
asymptöte, on est naturellement conduit ä se demander si dans la presente que- 
stion les deux directions (a, a‘, a“)(ß, ß‘, 8“) ne doivent pas jouir toutes deux a 
la fois de la propriet@ de donner chacune dans le plan (P) un systeme de droites 
paralleles, dont chacune soit un axe naturel pour un certain de ses points. Con- 
cevons donc la droite (a, a‘, a“) comme donnde; elle donnera lieu ä un systeme 


de paralleles situdes toutes dans le plan P, et ä une hyperbole de points (O) pour 


chacun desquels elle forme un axe naturel de rotation du solide. Soient N, An 


les co@fficients de direction de la normale au plan (P), on aura par son dquation: 


=aa'(B—-C):N ; u=atalC—A:N ,„ n=aa(A—B):N, 


et en vertu de la relation perpetuelle A’ + «+? = 1, la quantit€ N se trouye 
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definie d’elle-m&me. Ces valeurs de A, &, », peuvent pour le moment ätre repre- 


sentees par les formes 
aaa" P:N ,„ u=mdfal:F , „uud: N; 


les abreviations P, Q, R satisfaisant par leur signification & la condition 
P+Q0+R=!0. Cela pose, concevons dans le plan (P) une direction centrale 
(ß,ß,ß“) d’abord arbitraire ; ses dquations seront: PT’—P'.S=0, B.U—P“. 


et comme elle est dans ce plan, mis sous la forme 


dd". P.S+ d'a.Q. T+ad.R.U=0, 
ıl faut qu'’on alt: ad. P.B + ca. 0 P' + ad. BR.P“ —=(. 


De plus, pour que les deux directions (a, «', «”)(£, ß‘, £") soient recipro- 
ques, cest-ä-dire pour que la seconde puisse ä son tour donner un systeme de 
droites naturelles de rotation, il faut que l’equation de condition precedente sub- 


siste encore, quand on y permute les « avec les f, ce qui donne: 
BP". P«+ PB" PB : O«‘ + RP. Ra" =d. 
Or en tirant de lä les valeurs de /’, $”, en £, P, O, R, «, on trouve: 


B=P.d:d ,„ P"=Pe':a , partant Beta, fetri,; Hat 
Ainsi done il n’y a aucune droite differente de celle donnde dabord qui dans le 
plan (P) puisse fournir une direction naturelle de rotation aux divers points (0) 
de la courbe hyperbolique; donc en chaque point de cette courbe une parallele 
a lasymptöte &tant un axe naturel du solide, les deux autres sont en ce m@me 
point seulement dans un plan normal en (O) ä la m@me asymptöte, et la seconde 
asymptöte na aucune signification mecanique. 
Mais un plan central quelconque ctant donn& au hasard: 


1S+u T+n. U=0: 


on y peut toujours determiner une direction unique, fournissant un systeme 
de paralleles qui soient chacune pour un certain (O) de ses points un axe natu- 
rel de rotation. («, «, «”) marquant cette direction, il faut que les &quations pre- 


cedentes subsistent entre les «, et A, 4, 7, ce qui donne maintenant: 


am ä:n.P:N „ d=,2,0.0,: die. RR, 


et N’ aura la valeur deduite de l’equation 


sale el dest 1. wi a Be 








a 
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N = PO +2 WR. 


En introduisant ces valeurs de a, a‘, a dans l’@quation de la courbe sur xy‘, on 
obtieni l’equation du cylindre droit qui par son intersection avec le plan donn€ 
produit la courbe des points (OÖ). De plus, on voit de nouveau par lä que dans 
le plan donne la direction cherchee est necessairement unique. Ensuite, (a, «’, «“) 
etant trouves, on peut toujours employer les equations (D*, P) pour calculer et 
construire les coordonndes (S, T, U) du point (0) sur chaque droite individuelle 
(a,a‘, a“, p). A laide des formules precedentes on demontrerait aisement la pro- 
priet€ qui suit: apres avoir determine dans un plan central quelconque (P), 
ayant une direction normale (2,4,n), la direction naturelle de rotation correspon- 
dante (a, a‘, a“), si on construit un nouveau plan central (O0), perpendiculaire 
a la droite (a, a‘, a“), la direction permanente de ce second plan coincide avec 
la normale au premier plan. 

Jusqu’ ici nous avons suppose, pour remplir la condition (m), que la di- 
rection (a, a‘, a‘) des droites (D‘) soit invariable. Supposons au contraire que 
[on rende une fois cette direction variable, et que l’on demande de determiner 
dans l’espace tout un faisceau de droites, passant toutes par un m@me point fıxe 
(h, k, 2) de l’espace, et formant chacune pour un certain (O) de ses points un 
axe naturel de rotation du solide que l'on considere. 

D’apres l’enonc& de ces conditions, les parametres lIineaires p,9 prendront 
evidemment les valeurs: 


p=ak—ah ,„ g=al—afh. 


En les substituant dans les dquations (m) et (III) ou (Il), et eliminant ensuite 
de chaque resultat les quantites «, «@’, «” A l’aide des valeurs 





S—h —/ — f 
vr «= = „= = ‚2R’=(S-h’?+-T—k’HU—)), 





on obtiendra par (m) la surface hyperbolique: 
(A— B)(l.S—-h.U) T-M)+(C—A)(k.S-h.TX\U—)=®...(o), 

et par la condition (III) ou (II) on trouvera celle du troisieme degre: 

(?+ + 8—n.5S—-k.T—1.U)(1.S—h.U)— (S-h)(U—D.E=d (ec), 


de sorte que le faisceau de droites est simplement l’ensemble des generatrices 
Crelle’s Journ. f. d, M. Bd. XLVII. Heft 1. Ss 
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d'une surface conique de centre (h,%,l) et ayant pour base la courbe d’intersection 
des deux surfaces (o, 0°). 

Sans nous arröter pour le moment ä examiner de plus pres la nature de 
cette courbe d’intersection et la loi de distribution geometrique de ces diverses 
directions permanentes sur le cöne correspondant, ce qui entrainerait peut-tre 
dans des developpements etendus, nous nous attacherons au cas particulier ou le 
point fixe serait place sur un quelconque des trois plans d’inertie, et ou l’on met 
la condition que toutes les droites (D‘) susceptibles de fournir une solution, soient 
situdes dans ce möme plan; ce qui nous donnera de nouveau l'occasion de faire 
ressortir le veritable esprit de la methode de l'echange progressif qui, telle que 
nous Ja prenons, est loin d’ötre une simple r&gle mnemonique, et de nous raffer- 
mir dans les considerations que nous avons fait valoir precedemment, et surtout 
aux ($. 9, 10, &) pour expliquer la diversit€ de solutions dont il y est question. 
Or pour deduire la solution particuliere de la question ou le point fixe (h, k, 2), 
ainsi que tout le faisceau, sont dans le plan x“y’, par exemple, il faut faire dans 
les Equations (o, 0), /=0,U=0, älafois. Mais des lors ces Equations de- 
viennent identiques; de sorte que la solution generale semble se trouver en de- 
faut, en ne resolvant pas un cas tout particulier. On ne saurait expliquer cette 
singularit€ en voulant remonter aux equations de condition primitives qui pour 
/=0, Ü=0, ne donnent absolument rien non plus. En operant sur le plan 
(y'2’), ce qui suppoe AR=0,S$=0, on trouve encore que les @quations 
(0o,0°) deviennent identiques, de sorte qu’on ne pourrait möme en conclure que 
la question soit possible ou impossible. Mais en operant une fois sur le plan 
(2’x’), ce qui suppose 


K=0 ı,. Ten, 


la surface (0) devient encore identique, et l’equation (o’) donne de son cöte la 


courbe du troisieme degre: 


CC) (”—-1.U+S—h.S)\hU—ISS—-(U—-D(S—h) (> — 0. 


En s’attachant d’abord purement ä la forme de tels resultats, on pourrait 
se trouver singulierement embarrasse. Car ne serait-on pas conduit ä conclure 
que sur deux des plans d’inertie il n’y ait pas de solution, ou que du moins elle 


ne soit pas contenue dans lanalyse m&me, qui fournit neanmoins une solution 


bien precise pour le troisitme plan dinertie? Mais l’explication de ces contra- 
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dictions apparentes est bien simple au fond. D’abord, le fait m&me du calcul, don- 


nant une solution sur le plan dinertie z‘x°, et celui-ci etant d’ailleurs l’un quel- 
conque des trois plans de ce genre, puisque nous n’avons pas eu besoin de dire 
par exemple que les axes Jz‘, I’x’ sont ceux des moments d’inertie minimum et 
maximum: il s’ensuit que l’analyse ici resout d’une seule piece et par une seule 
formule ce qu/ailleurs elle donne par trois resultats successifs. Ainsi, loin d’offrir 
une contradiction, elle nous presente sous une forme concise et unique (C), tout 
ce quelle doit donner. En appliquant en effet aux lettres U, S, /, h, C, A la 
methode materielle de l!echange progressif, on obtient la courbe (C”) sur le plan 
a'y'; et celle-ci (C’) donnerait ä son tour la courbe (C“) sur le plan y‘z‘. Or 
evidemment lunique equation (C) suffit pour representer les trois courbes 
(C, C', C“) & la foıs. 

Il faut considerer que la courbe dintersection des surfaces (0, 0‘) est le 
lieu g&ometrique des points (OÖ), pour chacun desquels Ja droite du faisceau qui 
y passe, est un axe naturel de rotation du solide; que pour obtenir l’&quation 
(o‘), on a supprime un facteur S— h commun a tous les termes du premier 
membre; ce qui est en effet permis dans le cas le plus general, puisque S-h =0 
rendrait a=(0, et ferait gratuitement toutes les droites du faisceau parall&les au 
plan dinertie y‘z‘. Mais dans quelques cas particuliers il se peut que S-h=0 
donne une solution speciale de la question; de sorte que si l’on veut discuter 
completement les divers cas, il faut au prealable retablir le facteur S— h dans 
l’equation (0°). Mais nousrenoncons, du moins pour le moment, a cette discussion, 
parceque les consequences dont elle nous parait susceptible, sont deja trouvdes 
par d’autres voies, (voir lememoire cite au $. 1), et nous preferons d’ajouter ä tout 
ce qui precede quelques notes et eclaircissements qui nous paraissent indispen- 
sables. 


14, 
Notes et Eclaircissements. 
Note I. 
Sur le $.1., &quation (T’, IT‘, III’) et equation: 
A@+B2+C2+D, =Vd. 


Je crois devoir fournir au lecteur le moyen de verifier lexactitude de mes 
calculs dans la recherche de valeurs de A,B,C,D, de l’equation A," +a=V, 


5 * 
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etindiquer Ja marche suivie pour parvenir a cette Equation. Si lon fait la 
transformation 


a = c05%.C08n , a = cos$.sinn , a" —=sına „tang$=z ,tangn =L, 


on obtient: 





1 a % 


“ 


vars > = are) 


= Yard + FT ven) 


ce qui donne aussi les valeurs de au’ „ aa” „ aa; et en les substituant dans 


les @quations (I‘, II‘, III‘), on transforme celles-ci tr&s aisement dans les trois sui- 


vantes: 
(/+BI).2.y1H- N) +h IN) —-g-h"’=0... (N), 
A'+fd.:.. 1-2) +g’(1+rP) hi—g =0... (WM), 
(4'+B).:+f?—f+(gc—h).2.V1+ 02) = 0 .... (0 


En prenant zY(1-++£?) = u, comme une seule inconnue, on deduit de 


(III), qui est du premier degr& par rapport & u: 


„au W-Birfo—f 
Dr g5—h 








* 


En substituant cette valeur de z dans l’equation (I), on a: 


9. A-PEHSE-T KA B)E+ Se —fT FR 
ar +/9 gö—h u: Daran (@gi—h) —(g+h)=V0 








ou bien: 


sl — BDYE+ Sf? — I] (A +fH9lgc- NLA — BY): + —/] 


-g+h)ßi—h’ =. 


“ 


Mais en effectuant d’abord les calculs indiques sur le premier facteur du 
premier terme, on reconnait aisement que ce facteur se reduit a: 


Ah—gS+(fh—gB‘)t, 


de sorte que l'equation meme devient: 


D) [Ar—gf+(fh—-gB)IA— DHYi+f?—J] 
— (gt+hö(gt—h”=Q0, 
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ou, en effectuant les operations: 





(fh—-fgB—-!’hW’—Afh+gf’— gh’ 


; (E) (+[4- BY). fh-gB)— g —gf+2gW + A). )=0. 


+ [Ah— gf).(A— B)—f(fh—gB)+2g’h — 1]. 


Pour obtenir ensuite les valeurs des co@fficients de 2°, 2?, 2, 2°, dans 
cette Equation, en fonction des donnees immediates A, B, C, $S,T, U, M, il faut 


se rappeler que lon a fait 


A' = M.($:— U?) + fx” dm — [2° dm, 
B'=M.(T? - U) + /y*dm —fe*dm, 
d’ou: A'— B’=M.($— T’)+/a"dm— [y”dm. 
Donc, puisque [a”dm=}(C— A+B) , [r’dm=yA—B+0), 
J:”dm —=1(B—C+A), on obtient: 
A'=C—-A+M.S—-UV) , B=C-B+M.(T:— U) 
et #—-B=B-A+M(S—-T), 
f=M.ST , g=M.SU , h=M.T.U. 


En substituant ces valeurs de A‘, B‘, f, g, hı dans les co@fficients des di- 





vers termes de l’@&quation (E), on verifiera lexactitude des valeurs que jaı donnees 
} dans le texte pour les co@fficients, On pourra commencer par reconnaitre que 
; tous les termes dans chaque co@fficient, independants des moments dinertie A, 
B, C, se detruisent identiquement; ce qui abrege considerablement le travail des 
reductions ä effectuer pour chaque coefficient. 

Pour contröler lexactitude de l’equation (E) m@me, nous avons procede 
de la maniere suivante. Les equations (I‘, I) donnent, eu egard ä la significa- 
tion de x: 


h.w#+(f+Bie)u—(grhP)=V0, 
gu +(A+f)u—lgrh)=Vd. 


Eliminant seulement le terme en u”, entre celles-ci, on en tire une @quation en 
u qui donne: 


f 
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(g+höd).(k—gL) 


Un m gf+fhgBi 


En egalant cette valeur de u ä celle qui a et€ deduite plus haut de l’equa- 
tion (III), on retrouve en effet lequation (D), d’oü lequation (E) est deduite. 
Du reste, cela doit arrıver, parceque [une quelconque des trois equations (1, I, 
III‘) est une consequence des deux autres. Il est vrai que nous n’avons pour ainsi 
dire fait aucun usage de la valeur m@me des quantites A, B,, C, D, pour etablir 
nos conclusions relatives aux axes naturels, et que nous avons presque constam- 
ment fait usage des @quations de conditions m@mes (I‘, II‘, III‘); neanmoins il 
etait utile de calculer A,, B,, C,, D, et de verifier lexactitude de leurs valeurs; 
car rien ne prouve que l'on ne puisse en faire un usage utile et immediat. Ainsi 
par exemple on voit que ces quantites A,, B,...., etant toutes les quatre des 
quatritme et deuxieme degres par rapport aux coordonnees (S, T, U), ne chan- 
gent pas de valeurs, quand on y change ä la fois les signes de (S, 7, U): donc la 
quantitd d reste Ja möme pour les m@mes valeurs absolues des coordonnees, pri-. 
ses ä la fois comme positives ou comme negatives. Mais a une m@me valeur de 
& repond le möme z ou le m&me #; ainsi, en deux points (O, ©‘) d’un solide, 
pris ä des distances du centre egales et opposees, les trois axes permanents sont 


deux-A-deux paralleles entr’eux. 


Note HH, relative au $. 11 fin. 


Ayant une fois reconnu l’existence de la solution qui repond aß = 0 dans 
la question generale, on en conclut, conformement au texte, qu?il doit y avoirune 
deuxieme solution generale, correspondante a A’=0, et une troisime, four- 
nie par ß. 

Mais pour sassurer qu'il en est ainsi, il n’est point necessaire de recom- 
mencer par rapport ä 7’ tous les calculs effectues d’abord par rapport & la lettre 
$, pour parvenir aux equations (S). 11 suffira: 

I’. de verifier que les equations (I, 11,8. 4) sont satisfaites identiquement par 
P'=0, apres qu’on y aura substitud les valeurs de $,U en fonction de 7, savoir: 


S=(Tß+nD):P; U=($".T—xD):p‘ 
= M«$T’+nD.T) : £‘ R s=($PT+nD).(£"T—NrD): ß” 
h=("T—ND.T):ß" 
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Or en effectuant ces substitutions dans (I, II), reduisant ensuite tous les 
termes de chaque resultat au denominateur commun ß”, et y faisant ensuite 
ß'=0, apres l’expulsion du denominateur, on reconnait aisement que chaque 
quation est satisfaite par A’ =. 


II. L’bypothese 5#°= 0 appliquee aux equations (P, PN): 
T.%— S.P+n.D=V0 
U.3#°—S.B"+1.D=0)...(P, P'), 
5." — Uß+u.D=V0 


laisse &videmment S, U indetermines, et donne pour 7’ la valeur T’= —„D:ß; 
ce qui prouve que le point (O) occupe dans un plan T’=—»D:Pß, parallöle & 
celui (x°, 2‘), une position indeterminde sur une droite (P, P‘); partant que ce 
point peut tre calcul€ d’apres la condition mecanique d’une percussion nulle. 
On peut verifier en effet que cette valeur de T=—„D:ß reproduit celle de 
T,= — a.D, en mettant pour a‘, D les valeurs quils prennent pour $° = 0. 
On trouye par la: 
T,=ah+(an—bu)n:h, 


et en remplacant dans = —»D:f, D, par leurs valeurs pour £’=0, on 
trouve encore la m@me chose, ou T'= T,;, comme cela doit @tre. On trouverait 
de meme = N, =T. On verifierait aussi aisement lexactitude de sa solution 


qui repond ä 2" =. 


Note III. 


ll convient de rappeler une propridte essentielle que nous avons admise 
tacitement dans le courant du texte et que l'on a oubliee de signaler avant que 
d’entrer en matiere; elle consiste en ce-ci. Pour percuter et ebranler un solide 
aulour d’un axe permanent d’un point fixe, il est necessaire et suffisant que la 
force agisse suivant une droite situee dans le plan permanent des deux autres 
axes naturels de rotation. (Voir pour la demonstration le tome 43, cahier 2, re- 


marques VII et IX.) 


Note IV. 


On peut faire remarquer en passant que dans les equations dune droite 
«T—-uWS=P ,„ «U-a'T=Q ,„ a"S—aU= R, les trois constan- 
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tes P,Q, R n’expriment pas seulement des perpendiculaires reduites; qu’en outre 
la ligne P exprime le produit de la plus courte distance D, entre la droite et l’axe 
Oz, par le sinus de langle compris entre leurs directions. En nommant D,, D, 
les plus courtes distances entre la droite et les axes Ox, Oy, on trouve pour (), 


et R une signification analogue. Puisque done on a l’equation de condition 
a, P-+ra. 0 +a.R=0, 
on doit avoir aussi: 


D..a”.y 1 — a”) + D,.a.VlL— a) +D,..y(l — a”) = 0: 


equation de condition qui doit subsister entre les plus courtes distances d’une 
droite ä trois axes coordonnes rectangles. Ainsi, soit qu’on introduise les con- 
stantes P, Q, R dans les equations d'une droite, soit qu’on y emploie les plus 
courtes distances D,D,;,, D,, on n’a jamais que deux constantes distinctes, d’ol 


resulte la troisieme, 


Note VW, 


Echange progressif des lettres: Apres avoir donne dans mes m&moires 
divers exemples de cette methode, il convient de lexpliquer brievement d’une 
maniere generale. Supposons que l'on ait a operer sur neuf quantiles, trois Coor- 
donnees rectangles (x, y, 2), trois composantes rectangles (A, Y, Z) de forces, et 
trois moments d’inertie A, B, C d’un solide relatifs aux trois axes coordonnes. 


Si lon a trouve pour [expression d’une certaine quantite O 


u7Xx) 


relative au plan 
(z,.x) la valeur ou la loı de composition analytique: 


O..= 9(2,9,24,X,6,A,B), 


la methode de l'echange progressif consiste ä trouver la quantit€ analogue (),, 
relative au plan @y, sans nouveaux calculs; et ä deduire de la la quantit€ analo- 
gue (),. relative au troisitme plan (y;»2). A cet effet on deduira O,., de O., en 
avangant dans la valeur de celle-ci toutes les lettres d’un rang, 
cheädroite, de z vers x, de & vers yet de y vers z. Ainsi, de la combinaison de 


en allant de gau- 


letires z,y, Z, X, C, A, B qui donne O.,, on deduira la nouvelle combinaison 


2,79 


®,2,A,Y, A, B, C, qui doit donner Q),,; et de celle- ci cette troisieme .. y, &; 


Y,Z, B, C, A qui donnera Q,.. On obtient donc par lä: 


u — pla,,X, Y,A, GB) ; u, = y(y; x, Y,Z, B, A, C). 
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On pourrait deduire aussi Q,,.de Q.,, par voie retrograde, en reculant toutes les 
lettres d’un rang dans celle-ci; ce qui est manifeste, puisque la dernicre resulte 
elle-m&me de Q,, par la voie progressive. 

Dans les memoires precedents nous avons donne divers exemples de cette 
methode de l’echange progressif et regressif. Mais quelques cas traites dans le 
travail actuel, nous paraissent jeter une nouvelle lumiere sur ce sujet. Ainsi le 
cas, traite ä la fin du ($. 13), est tel que les equations de condition relatives aux 
deux plans »°y‘ „ y’z‘ deviennent identiques, ce qui pourrait conduire ä des con- 
sequences erronnedes, si, avant detablir aucune conclusion, on n’examinait ce que 
la ıneme analyse generale doit donner pour le troisitme plan coordonne z’x’, 
Or il arrive qu’alors elle donne la courbe 


c) (P-1L.U+S— Ih. U -LSHU MS) =0, 


et de la on conclut immediatement que sur le plan a’y‘ on doit obtenir la courbe 


(C) (S-h.S+ T—k.T)(k.S-h.T)+ (S-hT-N = 0. 


Ainsi, dune part l’analyse ne fournit d’abord rien sur le plan xy’; tandis 
que par lexamen du resultat qu’elle produit pour le plan (z°x‘), elle nous con- 
duit d’autre part a admettre la courbe (C‘) sur le plan &'y‘; et c'est par la m&me 
qu’elle se sauve de toute contradiction. 

On voit par la quiil peut se faire que l’analyse ne donne d’une question 
quune solution unique en apparence, et quil en existe neanmoins une pluralite 
de solutions differentes. Les discussions etablies aux ($. 9, 10, 11) de ce travail 
en fournissent une nouvelle preuve et offrent un exemple remarquable dans ce 
genre. Ajoutons finalement que la methode de löchange progressif ä laquelle 
se ratltachent essentiellement ces dernieres considerations relatives A une solution 
multiple, quoiqu’ unique en apparence, peut @tre employde avec avantage dans 
la plupart des applications de l’analyse ä la geometrie; ndanmoins il nous parait 
diffieile d’indiquer d’une maniere & la fois generale et precise, les cas ot elle est 
susceptible d’application, et ceux oü elle ne l’est point; nous n’oseriont m@me 
affırmer que la question qui nait de lä, soiten elle m&me insignifiante, ou qu’elle 
ait une Iimportance propre. 


Note VI. Terminologie et notations. 


Comme la consideration de la direction d’une droite est tres importante, 


surtout en mecanique, on peut nommer pour abreger, coöfficıents de direction 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIIl. Heft 1. 9 
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les cosinus des angles que forme cette droite, prise dans un sens convenu avecles 
trois axes coordonnes rectangles. a, a‘, a’ designant ces coifficients, on dit que la 
droite a la direction (a, a‘, a“); et $S, T, U designant les coordonnees d’un quel- 


conque de ses points, on represente ses equations par les formules symetriques 
o«T— uaS=P ,„ «üÜ-«"T=D, %... 

dans lesquelles les quantites P, Q, Ft sont liees entrelles par une equation de 

condition connue Pa” +Qa+ Ra’= 0 qui exprime que [une quelconque des 

trois formules est une consequence identique des deux autres; ce qui doit ötre en 

effet. La position dun plan etant determinde par la direction (A, 4, n) de sa 

normale et par la distance D de l'origine au plan, distance qui a aussi (A, 41, 7) 


pour direction, on peut toujours representer son Equation entre les coordonnees 
courantes 5, 7, U de [un quelconque de ses points par la formule 
1S+uT+,B!—D=d0. 

Cette representation est beaucoup plus commode dans les theories meca- 
niques, surtout que celle de la geometrie analytique ordinaire; et la theorie siim- 
portante des moments de rotation des forces y conduit d’elle-m&me, comme ä la 
methode de l’Echange progressif et a des proprietes geometriques que les trans- 
formations purement analytiques laissent a l’etat de lettre morte. 

Souvent quand les notations relatives a diverses directions se multiplient 
trop, au point de fatiguer la memoire, nous y substituons, du moins momentane- 
ment, des notations analogues ä celles de la geometrie de position de Carnot, qui 
soulagent la memoire et permettent ä l’esprit de se preoccuper exclusivement du 
fond m@me du sujet. De cette facon on peut lire en quelque sorte la signification 
geometrico-mecanique des formules et en deduire plus aisement les proprietes ge- 
nerales qu’elles representent. Or cette deduction et !’enonce en langage ordinaire, 
de ces proprietes doivent constituer le but final du geometre dans les recherches 
mecaniques; et sous ce rapport la science de l’Equilibre des forces, et du mouve- 
ment des corps offre encore un vaste champ de recherches a parcourir. 

Au centre diinertie d’un solide on peut toujours determiner trois axes rec- 
tangles au moins, dont chacun forme un axe absolu d’equilibration des forces cen- 
trifuges. Si le solide est mis en mouvement de rotation autour d’un tel axe, les 
forces centrifuges, ou reactions d'inertie normales qui naissent de la, et qui sub- 
sistent ä chaque instant ulterieur, par leffet de l'inflexion angulaire momentane 
de chaque molecule, se font l’equilibre sur laxe, cense parfaitement libre apres 


que limpulsion sera une fois imprimee au corps. En effet, cet axe est par defi- 
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nition determine d’apres la condition que [energie des forces centrifuges ä la tour- 


ner autour de tout autre axe fixe du centre, soit nulle. De plus, la resultante ef- 
fective de ces forces doit par Ja m@me, subsister et se transmettre au centre J, 
rendu fixe pendant linstant du choc: mais ıl est aise A voir que cette resultante 
est nulle d’elle m@me; de sorte que les agents centrifuges laisseraient absolument 
au repos l’axe quiils sollicitent, alors m&me que celui - ci serait parfaitement libre. 
De plus, les reactions d’inertie tangentielles sont nulles dans le mouvement uni- 
forme de rotation qui resulte de Yimpulsion. Cest pourquoi je nomme toute 
ligne de ce genre dans un solide, awe d’inertie, rejetant Ja denomination d’axe 
principal qu'il convient de reserver ä chacun des diametres conjugues rectangles dans 
les courbes et surfaces courbes du second ordre. En consequence de cela je nomme 
plan d’inertie un quelconque des plans formes par les trois axes d’inertie pris-a-deux. 

Quand une fois on cherche les axes dequilibration des forces centrifuges 
dans un solide pourvu d’un point fixe quelconque (0), on trouve encore trois 
directions rectangles en ce point; mais alors ces forces, sans tendre encore ä tour- 
ner laxe autour de tout autre axe du point fixe, auront neanmoins une resultante 
effective qui passe en ce point. Ainsi, pour rester comple&tement immobile, l’axe 
de rotation doit conserver le point fixe (O), et nest par consequent plus qu’un 
axe d’equilibration relative: mais cette derniere denomination etant encore un 
peu longue, je prefere conserver celle qui est plus usitee: axe permanent, ou 
celle daxe naturel derotation, deja employde par Euler. C’est pourquoi on peut 
nommer plan permanent tout plan du point fixe, determine par les axes perma- 
nents pris deux-ä-deux. Dans la theorie ordinaire on confond sous la denomina- 
tion d’axes principaux, les deux genres de lignes ou axes dont il sagit; et lon 
yemploie un proced& de gen£ralisation inopportune, puisque la premiere difficulte 
A vaincre consiste dans la determination des trois axes d'inertie: et cette difficulte 
etant une fois surmontee, on peut seulement demander ensuite de trouver en un 
point fixe quelconque du solide, les axes naturels ou permanents de rotation, par 
rapport aux directions des axes dinertie. Or le ($. 1) de ce travail resout cette 
question; et c’etait sur ce terrain nouveau qu’il fallait d’abord la transporter avant 
que de pouvoir en venir au probleme general reciproque qui forme le principal 
objet de ce memoire. Pour mieux justifier Ja marche que nous avons suivie 
dans la theorie des axes d’inertie et permanents, ıl faut considerer que la fameuse 
equation du troisitme degre & laquelle on parvient dans toutes les methodes, ne 
peut gueres servir qu’ä constater l’existence de ces axes; que pour obtenir du 
moins la direction des axes dinertie dans un tres grand nombre de cas particuliers, 


9* 
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il fautrecourir, non pas & cette Equation, mais a quelques considerations de syme- 
trie geometrique qui, en combinaison avec la definition m&me, font voir immedia- 
tement que dans les solides homog£nes les axes d’inertie coincident avec les axes 
de symetrie directe du solide. Ainsi donc, pour tout solide homogene pourvu 
d’axes de symetrie directe, la question des axes dinertie se trouve completement re- 
solue. Pour avoir ensuite les directions des axes permanents d’un tel solide, re- 
latifs A un point fixe quelconque, il faut recourir ä lanalyse du ($. 1). Il est vrai 
que celle ci mene aussı a une Equalion du troisitme degre; mais celle-ci ne ren- 
ferme du moins aucun terme constant qui ne puisse @tre aisement evalue; puisque 
ses co@fficients A,, D,, C, D, se composent uniquement des moments dinertie 
principaux relatifs au centre, et des coordonnees du point fixe rapport€ aux axes 
d’inertie. Maisles quantites de la forme /cydm , fyzdm , [zx»dm qui seva- 
luent, il est vra), comme des moments dinertie, dont le calcul est neanmoins tres 
difhcile, se trouvent exclues dans le cas actuel. - Ainsi donc, dans le cas dont il 
sagit, et qui se presentent peut-etre seuls dans les applications pratiques de la me- 
canique, la question des axes dinertie et des axes permanents se trouveresolue de 
fait par notre marche, et sans avoir besoin de presupposer applanies des difficul- 
tes le plus souvent invincibles. Apres cela nous retombons dans loorniere ordi- 
naire pour le cas gencral ot il sagit de solides qui sont depourvu d’axes de symc- 
trie. En effet, des lors on ne voit plus par l'aide de la symetrie les axes diinertie; 
et l’on en est reduit ä les calculer par une @quation du troisitme degre, renfer- 
mant comme constantes les moments d’inertie du solide relatifs A trois axes coor- 
donnes rectangles, et les quantites /aydm, [yzdm, Szxdm; or dest sur- 
tout Je calcul de ces quantites qui constitue la vraie difficulte de la question, et 
jusquä ce jour ce calcul me parait avoir et€ trop neglige. Je termine donc en 
proposant quelques questions qui se rapportent ä se sujJet: 

J. Caleculer les moments d'inertie des polyedres reguliers, relatifs a 
troıs de leurs awes dinertie rectangulaires. 

II. Caleuler les moments dinertie dun tetraedre quelconque relatıfs 
a troıs axes coordonnes reclangles ayant lorigine au centre; puıs les integrales 
Jeydm ,[yzdm ,fzxdm, et deduire de la la direction des troıs awes dinertie. 

III. Caleuler le moment d’inertie dune pyramide par rapport ä la 
hauteur par rapport a deux awes rectangulaires passant par le pied de la hau- 


teur, et sıtuds dans le plan de la base. 


Bruxelles, ce 9. Maı 1852. 
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2. Borchardt, applie. des transc. abel. aux fract. cont. 


2. 


Application des transcendantes abeliemnes A la 
theorie des fractions continues. 


(Par Mr. ©, W. Borchardt de Berlin. ) 


| ’ . x 2 . s 
Ku des resultats memorables que lanalyse doit a Abel, est la liaison 
trouvede par luı entre les proprietes des integrales ä dıfferentielles irrationnelles et 


le developpement des fonctions irratıonnelles en fractions continues. En cher- 


> 
chant les conditions sous lesquelles les integrales de la forme ad, ER 
designant des fonctions entieres de &, peuvent @tre evaludes en logarithmes, il est 
parvenu & faire dependre cette Evaluation dun caractere special qui affecte en 
merne temps le developpement de YA en fraction continue. (Voir Tome I, pag. 185 
de ce Journal ou Tome I, pag. 33 des oeuvres completes d’ Abel.) 

Jacobi, en poursuivant les recherches d’Abel, est alle plus loin; en se 


© 

x .\ r3 fx . 7 . . 

bornant au cas, ol A est du quatrieme degre et | 7x. dx une integrale elliptique, 
yX 


il a etablı une liaison plus generale que celle qui avait Ete trouyee par Abel, hai- 


v 
. . .. P & X ‚ , 
son qui existe meme lorsque [integrale J yxda ne peut pas Ätre evaluee en lo- 
® 


garithmes. Le resultat auquel il est parvenu, est en quelque sorte linverse du 


resultat obtenu par Abel. Au lieu de faire dependre certaines proprietes des in- 
tegrales elliptiques yxda (X representant une fonction du quatrieme degre) du 


developpement de] Xen fraction continue, il a, au contraire, donne des formules 
qui font dependre le developpement de YX en fraction continue de la multiplica- 
tion des integrales elliptiques. (Voir Tome VII, pag. 41 de ce Journal.) 

Mais les formules de Jacobi se rapportent exclusivement au cas, ou Ä ne 
depasse pas le quatrierme degre, et, m@me pour ce cas, elles ont ete publides par 
lui sans demonstration. On ne connait pas la route qui l’y a conduit, mais quel- 
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ques remarques faites dans son memoire cit€ ci-dessus portent & croire quelle a 

et€ entierement differente de celle qui a et€ suivie dans les recherches dont on 

va lire l’expose. Le present memoire donne une ınethode directe pour etablır 

la liaison generale qui existe entre le developpement de la racine carree / X d’une 

fonction entiere de degre pair en fraction continue et la multiplication des inte- 

grales abeliennes Be dx; et cette methode conduit tant aux formules de Jacobi 
. 


exprimees en fonctions elliptiques, lorsqu’on suppose A ätre une fonction du 
quatricme degre, qu‘ä des formules plus generales exprimees en fonctions abe- 


liennes, lorsqu’on laisse indetermine le degre de X. 


1. 


Soit © une variable independante, et A une fonction de x du degre pair 
2», dans laquelle la plus haute puissance de x est affectee d'un coefficient positif 
— A’, A representant une constante positive, differente de zero; le procede em- 
ploye par Abel dans son memoire cite ci-dessus pour developper YA en fraction 
continue se reduit aux operations suivantes: 


Inva quune seule maniere de satısfaire A l’equation 
r 92 
en tan 


en sorte que r, et s, soient des fonctions entieres de x, 

que s, soit dun degre moindre que v, 

que le signe de r, soit pris de facon que la plus haute puissance de x 

sy trouve multiplice par + A. 
Considerons le radical) X pour des valeurs de x comprises entre la plus petite ra- 
cine reelle de lequation X = Vet —@&, ou entre la plus grande racine et + &. 
Ce radıcal pouvant &tre pris avec le signe + ou le signe —, il ne sera entierement 
determine que lorsquon aura fait une convention precise sur son signe. Entre 
les limites assignees pour la variable x ce signe est determine sans ambiguite par 
la double condition: 1° que YA varie d'une maniere continue avec x, 2° que 
pour des valeurs numeriques de x indefiniment croissantes positives ou negatives, 
le rapport de YX a Aa’ converge vers lunite positive. 

Cela pose, faisons 


gr 1 2; 
‚A=n+t%,,: dou 
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1 ai, VX-+r 1 So 


wm 7) —_ = 5, 
® v X-r, 50 , w, VX+ Ty, 


Pour des valeurs numeriques de x indefiniment croissantes le denominateur 


fi [2 . 
YX-+r,de = divise par A x” converge vers 2, tandıs que son numerateur s, di- 
1) 


1 


— converge aussi vers zero; 
We 


vise par la m@me quantite converge vers zero, donc 
donc r, est la fonction entiere de x determinee de maniere que la difference 
YX — r, sevanouit pour des valeurs infinies de x. *) 

'Soit 
u 


0 0.0. . 
le reste de la division de r, par s,; faisons 


2, representant le quotient, et . 


1 h 
vo, = 201, + eg d’ou 


r, = 20,3, 1, 2 nn = 24, . s=1+4Ww%. 


La quantite r, est du degre » tandis que s, ne peut pas depasser le degre v— 1, 


donc en ayant egard au signe de YÄ on reconnait que pour des valeurs numeri- 


1 
ques de x indefiniment croissantes, „- converge vers zero, 
ı 


Soit 
rn =t,5sı tu, 
u 


" le reste de la division de r, par sı, faisons 


?, representant le quotient, et ni 


REN 
oo, =2r, +— don 
W; 


l _VX+r 


De — 
2 
w, —2v, 82 


L 


n =», s nn =n—2u ,„ s3=s +4uv.. 








*) Si l’on definit de cette maniere la fonction r,, la notion de la fonction entiere contenue dans 
une fonction donnee, nolion qui a sa source dans les fonctions rationnelles fractionnaires, prend un sens 
sı general, qu’elle s’applique en m&me temps ä une classe tres-etendue de fonctions irrationnelles. 
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La quantit& r, est du degre » tandis que s, ne peut pas depasser le degre 


v—]1 etc. etc. 


ug 2 at 2 SiS un 13055 8 mach 240 SAL spe 


En repetant ces operations un nombre indefini de fois, on arrive au deve- 


loppement suivant de YA en fraction continue: 





Ir 1 
(1.) yX = u 1 


20, +2 x: 
s 22, + sr PUR. 
n—l Erg 


n 





?©„, le quotient complet de la fraction continue (1), est donne par l’@quation 


VX+ 47 
(2.) a 


et les quantites 799 Tıa «or Taoen ce}. 509 Sy sooo Snennc, Op Ay... 


n . u.» 


sont definies par le systeme suivant d’equations: 


Xenrn+s 
r, = ds + U Tr] = 2,9 -n=n—2ı% 
(3.) ,=dsı Fu n= 21,1 —n=n—2u, 
(4) | 
"n—1 — V, —] Sn—1 n Un Nn = 2 Vv,_1Sn-ı— a1 = r„_1— 2un_ı 
!n — D, Sn + U, P "+1 — 20,5n EP !n ——— !n Tr 2 Un. 


©.) 


l 


Sn Sn-2 u. 4 Un-1 v.-ı 


Sn+1 =— Sn—] Je 4u, VD, . 
Pour verifier ces equations on n’a quä considerer les relations qui lient 


entre eux les quotients complets consdcutifs, savoir: 


w_., SE ar. + 2; 


n 





vo. 2.+ 


Wn+l ’ 
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Wn+1 


1 
er. Br l = we . 
0.2 nr 27... 20.04 + 1° 


W,+l 
# En substituant dans la premiere et la troisitme de ces relations les valeurs de 
= ©,_5 ©, %,r tirdes de la formule (2), on trouve: 


Bi: 


(VX + Pa Fo. 2 „N Sn_ı) . (VX+ r,.) = SnSn—1 >) 


(VA + na BR 20, Su) ni (2 D, yX a2 2 v, "+1 on Sei — Sn—1 (VX „ re) ’ 


dot, en egalant de part et d’autre la partie irrationnelle ä la partie irrationnelle, 


on obtient: 


rn = 20,_,.1n-19 


Sn-ı — Sal u 2 PTn+ + 2 ©, (ra-ı 275 2 v„-ı Sn-1) ? 





—— Sn-+1 + 2», TR Ey“ r„) by) 


es EN u A ee HE a: Ba in ee brasigg 25% ARTE el > 
a a N rn Late a et ei ee RER ER et 
Se Pe a Hi SRTEE: Hr 


ce qui demontre les equations (4), (5). 

Les quantitds r,, rj.... sont toutes du degre v, les quantites s9, Sı-...; 
Un, Un... De peuvent pas depasser respectivement les degre v—1 ,„ v» — 2, les 
quantitds 2,, ?,.... sont au moins du premier degre. Les degres des quantitds 
r;,5; et le signe donne au radical Y.X sont tels que pour des valeurs numeriques 
de & indefiniment croissantes les valeurs numeriques des quotients complets «, 
croissent aussi jusquä linfini. Sion ne dispose pas dune manicere particuliere 
des co@fficients qui entrent dans la fonction A, les quantites s; et ©; sont precisc- 
ment des degres v— 1 et 1. Dans ce cas, auquel se rapportent les considerations 


suivantes, le developpement de YX en fraction continue sera nomme regulier.*) 


Formons ä present les reduites de la fraction continue (1) et posons 


*) Le cas ärregulier dans lequel les quantites s,, Sı--.-- peuvent s’abaisser au-dessous du degr& 
RE tandis que 9,, dı..... peuvent d&passer le premier degr&, olfre un grand interet, car les irregula- 
rilös du developpement de YX annoncent (comme Abel a montr& dans le cas le plus simple) une röduc- 
on correspondante d’integrales abeliennes ä des integrales du m&eme genre et d’un ordre moins eleve, 
Mais cette importante matiere mörite d’ötre prise pour objet d’un travail ä part, 


; Crelle's Journ. f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 1. 10 
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les numerateurs P9> Pı+-.. et les denominateurs 99, Gı.-.. sont donnes par le sy- 


steme dequations: 


’ Ph gp=]M1 
pr =2up +1 n=2V, 
(6,) { Pr = 27, Pı +2 (7,) = 27, Yıt 9 
Pa= 30,1 Pun + Pn-2 = 2r,., In-ı Fr 9-2 
\ Par = 2Pn + Pa-ı : 91 = 2%, m + 9-1» 


Dans le cas rdgulier que nous considerons chacun des quotients ®,, ?ı.... 
est du premier degre, donc 995 913 92: +: 9n +». . sont des degres 0, 1,2,.... 
No oo. Et Dos Pıs Pas «++ Pa... dsdge u, vp , vH... ven... 


Ces quanltites satisfont & l’equation eonnue: 
(8.) Pn In-ı Pr InPr-ı = (— 2% 


commune ä toutes les fractions continues dans lesquelles les numcrateurs par- 
tiels sont egaux ä Tunite. Elles satisfont en outre ä& des relations speciales qui 
nont lieu que pour la fraction continue proposee, et qui etablissent une liaison 
entre les quantit&s 2,, 9n, d’une part, et les quantites r,, s„ d’autre part. En ef- 


fet, divisant les deux dernieres des Equations (6), (7), [une par l'autre, on obtient: 


Pr+t _ 2UnPn + Pa-ı 
In+1 ag 20. In + Qn-ı , 


Si lon rermplace le quotient partiel 27, par le quotient complet w,, la reduite 
Pa-+1 


ga 5° change en la vraie valeur YX de la fraction continue, et il vient: 
nt 


ne EB 
InW, + An—1 : 


(9.) X 


Multipliant par 9,@,-+ 9,1, substituant la valeur de ©, donnee par l’equation 
(2) et egalant separement la partie rationnelle ä la partie rationnelle et la partie 


ıirrationnelle ä la partie irrationnelle, on obtient les deux equations: 


Pn = Inn # Gn-15n 


A gn — Pnln + Pa-1S5n 3 
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1 


2 


et de la, en Eliminant successivement r, et s,, et se servant de l'equation (8): 


(10.) PR—-Ap=(—-N"s,, 
(11.) PrPn-ı og Ägn In-ı = (— 1)” T 


Multipliant June par lautre l’equation (10) et celle que l’on en deduit en rem- 


placant n par n— 1, on trouve, a laide d’une identit€ algebrique connue et des 


equations (8) et (11): 
n—Ä=— 55. ou 
(12.) Kern hss..- 


Les trois equations (10), (11), (12) se rapportent ä toutes les valeurs entieres et 


positives den etmemeän =, si l’on convient de poser 
pmhm=1l , 9,1=0, sı=l1l. 
Des Equations (8), (9) on deduit: 





(13 ) UHR ie. (— pr"! 

3. Pr —VA.gn = ma? 

dou Von conclut qu’avec des valeurs numeriques de x indefiniment croissantes 
Pn — VA .g, converge vers zero. 

Le developpement actuel de YA en fraction continue tel quil est donne 
par le systeme de formules que l’on vient d’obtenir, est parfaitement analogue ä 
celui de la racine carree d’un nombre entier, avec cette seule difference que les 
fonctions entieres y remplacent les nombres entiers. 

Les Equations (10), (12) sont de la m&me forme que l’Equation algebrique 
qui sert de base au theoreme d’Abel, et c’est sur celte concordance que se fonde 
le moyen de faire dependre le developpement dont il s’agit de la multiplication 
des integrales abeliennes. Pour faire & la question qui nous occupe lapplıcation 
de ce iheor&me, il convient de le formuler prealablement en un Eenonce complet. 

Mais auparavant, introduisons, au lieu de x, une nouvelle variable „ par 
une substitution lin@aire et fractionnaire. Une telle substitution peut @tre deter- 
minde de maniere queen lintroduisant dans les equations (10, 12) elles se chan- 
gent en d’autres de la m@me forme, dans lesquelles A est remplac€ par une fonc- 
tion Y du degre 2» —1 seulement, et ayant les facteurs ,„1—y. Ainsi deter- 
minde, cette substitution coincide avec celle par laquelle Mr. Zichelot, (tome X, 


10* 
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x 


pag. 181 de ce Journal), reduit les integrales abeliennes [/xde a leur forme 


canonique. 
2. ; 


Supposons pour plus de simplicite que tous les facteurs lineaires de X 


soient reels et differents entre eux. Posons 


14.) AXA=(.—a)2 —9).........(2—a,); 


les quantitds @,, @y, . » - . @,, Elant rangees dans l’ordre de leur grandeur relative, 


de sorte que 
ou a ET © 
ou ED ine ee Fi 
Cela pose, la substitution lineaire et fractionnaire dont on vient de parler, 
peut &tre partagee en deux plus simples que nous allons exposer l’une apres 


lautre. 


Introduisons en premier lieu une nouvelle varıable z par la substitution 





lineaire et entiere: 
(15.) 2 —a=(m,—a,)2; 
OSONS A; Ay ad, — A, a, — A, 
P b, je — a Bir b) b, — En ’ “or 098 RR _— i 27 y) 
(16.) 2 1 2 1 ad, — 4A, 
d ou 1 ee b, ir b, ne won“ “ Bo b) ; 
E 


de sorte qu’ä des valeurs de x, decroissantes depuis a, jusquä — & etde +@ 
jusqu’ä @,, dans le premier cas, ou croissantes depuis a, jusquä +02 etde —& 
jusqu’ä @,, dans le second cas, correspondent dans l’un et l’autre cas des valeurs 


de z decroissantes depuis O jusqu’a —& et de +@ jusquä d,,_,. On aura: 
(17) VX=(s—a)yZ, 
(18.) Z=:(z —l)(z—b)(—b.)..... (2— bu) > 


le radical YZ devant ötre pris avec le m&me signe que 2’ dans [un et lautre des 


deux intervalles de z que l’on considere. 
Concevons que le radical YZ soit developpe en fraction continue d’apres 


























2. Borchardt, applic. des transc, abel. aux ‚fract. cont. 77 


la methode du n° 1, la variable z etant consideree comme variable indepen- 


. Br n VZ+0n r ö ä a 
dante, et soient ®,, £n, On, On5 &, = en les quantites qui dans le developpe- 
Er ® ‚ VX-+r, 
ment de zZ remplacent les quantites Ps Yn9 Fuy Sn, @, = Br obtenues dans 
n 


le developpement deY X; ces nouvelles quantiles@®,, Zur... se distingueront seu- 
lement par des facteurs constants de leurs correspondantes Pi Guns... . En effet, 


on s assure alsement que lon a 





Pan (a, ee a,)@®,, Pan+1 — Dr 
u 1 
| In = An Ian+ı = Ei ne a,)” Zan+1 
(19.) „= (m—a,)'g, 
ee: 2, 
Sn — (a, iz a,) Oyn S2n+1 — Ooan+1 
1 v 
zn vn (a, — a,’ Nyn +1 (a, — a,) Wan+i » 


Les valeurs de YA, pn 5 9n> Pay 5n Etant substitudes dans les dquations (8, 10, 11, 
12, 13), celles-cı deviennent 


(8.)* Ola — dl N, 
(10.)* %,—- Zu =(-1"o,, 
(11.)* 0,8, — Zu = (N > 
(12.)* 4 — Z=—0,0,.1; 
(13.)* E VZ.x. — er; 


Xn®n + Yn-ı ’ 
equations qui se rapportent möemeä nr =, si l’on convient de faire 
ö,=1l , u= ‚„ =l1. 


Introduisons, en second lieu, une nouvelle variable „ au lieu de z par la 


substitution lineaire et fractionnaire 


z 


(20.) s-1> 





8 
we 
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Posons 
by, —1 b2,-3 —1 2 b2,-4 —1 b —1 
ee. 2 Kin a Ti 5 %5N = en il n= 4 
by ‘ ba,-3 a by-4 - b, ; 
y x 
d’ot 
a8) Sal oa .. en on EB 3: nu «| 
u . y— — 2yv— nd 27 _ + ten 00 m 
2v—2 1—n? 97 min? mi 1-7 1 1—23,_3n’ 
0 er 45 1 s 
\ 1 >. %ı B>_ x > na. 8 0 tt 08 080» > u >. 0, 


de sorte quä des valeurs de z decroissantes depuis 0 jusqua —@ etde +@ 
jusqu’‘ä Ö,,_, correspondent des valeurs de y croissantes depuis 0 jusqu’a „ et de 


„ Jusqua 1. On aura 








u Bar 2 
Zr Y DE 7 ’ und EEE Y Do N “ m Iu—2 1 7 7 y m N r) .. un 
2 N 1— xy 
as; y—2—i 1 “ PH 7 Yy 2 N DE 
_ : N v„a,/YV 
“ .> FE en re 
@2) vz=(-JyZ, 


Y=y(1-„)1—-xy)(l-— xy) RENTE (1— x2,_3y) 


(23.) 
H= „(1L— n) (1— xin) 1—x}n) re (1— x},_,n) 


le radıcal | yj ayant le signe + dans tout lintervalle de „ depuis O jusquä 1. 


Si lon convient de prendre YH avec le signe +, YY aura donc aussi le signe +. 








De es VYZ-+ on 

En introduisant „ au lieu de z dans ®,, 7,, 9;  , = — - : . ces 
quantites prennent la forme: 
(24 ) fm, un A Y ER Eu On ” wi. ie R F re B’ Er 

n (y ak, 7) ade 3 ‚n (y = 7)" ’, Q, S. (y Pet: 7) ’ _ Drag (y Z guy ’ 
W, N VgtE 
ae er Wo 
Y >% . Sn r 


P,, Q, Ru, S, representant des fonctions entieres de y respectivement des de- 
gres n+-v ,n,v,v—1. En meme temps les equations (S)*, (10)*, (11)*, 


(12)*, (13)* se changent en: 




















TRETEN GE RE 
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IR ac Bz 
PTRREN 


(25.) P,O.-ı _— O, Pi rn .— 1)" (y erw 7) Ya N 


Kanu Bl. 


RE 
PER 


un 


„2v 
(26.) P—- 7 YO:= (- Dy- ts, 


we 
N 


ER 2 \ 
Be De 
a er Sn 


N”? 
(27) PP.A-yF0.Q-= -N’y-n""R,, 


2° 


(28.) R, en H 2 ei (y er n)" Ss, Fe p) 


| / y 2 (y ee /) Ze 
a De RER RE ARE EEE. ob 
29) er Van 
Le premier membre de P’equation (29) est divisible par (y— nn)”. En effet, 


d’apres les Equations (17, 19, 22, 24) on a: 


— 


| Mais, en vertu des conventions faites sur le signe de r,, en vertu des &quations 
{ (4), et eu egard aux degres des quantites zy, U, Uy ..., on apoury=n,c.ä.d. 
purx==%: 


To In 
wa Es 


done pour y= n il vient: 






Y 
ff Vs+ R, 
Par consequent, pour „= n la quantite /V, = , dont le numera- 


teur devient = 27’, ne peut pas s’evanouir. Pour y= n, la quantjte Q, ne peut 





non plus sevanouir, car si (), etait divisible par y„—n, g„ serait d’un degre 
inferieur ä& r, ce qui est impossible.e Donc, pour y=n, le denominateur 
O,MV,+(y—n)’Q,-ı du second membre de l’equation (29) est different de 
zero, donc le premier membre est divisible par (y— nn)”, c. q. f..d. 

Tout se reduit ä present ä la solution des deux equations (26, 28), apres 
quoi les quantites r,, s, sont determindes par les formules (19, 24). 
Les deux substitutions (15, 20) reunies donnent: 





v— (A, Y 
z—a, n 
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et en @liminant les quantites Ö,, d3.... b,,_, entre les equations (16,21), il vient: 


_— 4 N — 
Re V ın = 


a TE A in. 
an = N: Y% a 





donc y depend de x par l’equation: 


7—d4ı a, — 4, 





am Ay 


Cette substitution, Equivalente ä deux substitutions differentes dans les 
deux hypotheses que les quantites a,, @a,, .... 43, forment une serie croissante ou 
decroissante, est identique A deux des 4v substitutions Iineaires de Mr. Kichelot, 
enumerdes dans le memoire cite ci-dessus. En examinant de plus pres ces 4v 
substitutions, Ion trouve que dans 4» — 4 de ces substitutions, la quantite est 
> 1; que dans deux, 7 peut äire >1 ou <]1, suivant les valeurs particulieres 
de 415 @ay +... a; et que les deux substitutions qui restent sont les seules dans 
lesquelles 7 est toujours < 1, quelles que soient les valeurs particulieres de 
Ajy Ay... Ay. Ce sont ces deux dernieres substitutions que l’on vient de com- 


poser en appliquant lune apres l'autre les substitutions (15, 20). 


3. 


Apres avoir expose dans le z." precedent la substitution Iineaire qui con- 
duit de la variable x a la variable „ par l’intermediaire de z, enoncons A- present 
le theor&me d’_ Abel sous la forme dont nous aurons besoin dans le cours de ces 
recherches. Ce theoreme*) peut @tre enonce comme il smit: 

»Soient $,(Y) ,„ P,(Y) deux fonctions entieres donnees de y, telles que 
»le produit p(y) » P2(y) seleve au degre 2v ou 2v—1; soit W(y) la fonction 


»transcendante definie par l’equation 


L+lLy+..+Loay? , 
VI (W)P.)] rn 





(30.) p(y) = 


» les coclficients L,, L,, ....L,_, designant des quantites quelconques; soient Y, 


» IV deux fonctions entieres de y telles que [expression 


*) Voyez le memoire d’Abel: „Remarques sur quelques proprietes generales d’une certaine sorte 
de fonclions transcendantes”, Tome III, pag. 313 de ce Journal ou Tome I, pag. 288 de ses oeuvres com- 
pletes, et le memoire de Jacobi: „„Ueber die Additionstheoreme der Abel’schen Integrale zweiter und dritter 
Gattung”, Tome XXX, pag. 121 de ce Journal. 














ER EEE En ehren Wr Are x 





ET a Nee, ee nl hie ins „Er Zee Dia = 
WET EEE 


BE RTRE 
ER 


a en 
BERN DEREN EN SEE 
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T=9, WI ’— ply)V* 


»geleve au degre N. Determinons F, FF de sorte que T soit divisible par le 
» produit des N—v +1 facteurs lıneaires 


Ya 1 Y—Ayyrerereren nk 


»et soient Yı3 Y29 + «+. %,-ı les» — 1 racines que l'on obtient en &galant ä zero 


» Je quotient 
Aa . (YV— - fa (y) w* 
(y— Ey — La) esocnneen (y— ar)? 





» de sorte que l'on a identiquement: 


(31.) Tr=9(y)P’—yly)V?’ 
ne Na) Yy-B)y— 8)... Er) Y-y)Yy — Yo)...y — Yo-1) 
= T(a) . «-2,)a 2)... ann )a-y)a—y)...(a—y,_)? 


» a designant une constante quelconque. Cela pose, les » — 1 racines Y,. Ya3 +... 
»...Y,-, sont des fonctions des N—v»-+1 racines @,, &5 «+. Ay. telles qu'el- 
»]es verifient en m@me temps pour toutes les valeurs possibles des co@fficients 


»Lyo, Li, .... L,_, la relation transcendante 
(32) 9, Pla) +, P() Hr... + din Plan) 
= I!yYy)HUy)H.... HIV PYy_)+C, 
»C designant une constante. dj, d25 +... Inyrıy 9%, 0%, FD sont HI ou—l 
» et lon a: 
6;=+lou=-— |], suivant que y— x; divise 
Va) PN) IM ou Var); 
6® = +lou=— 1, suivant que y— %Y divise 
VYpW)-F+VpW). MV ou VW) F-VpW). MW.» 


Non seulement l’@quation transcendante (32) est une consdquence de 
l’Equation algebrique (31), mais ces deux @quations peuvent se remplacer mutu- 
ellement, de sorte que l’on a aussi le theoreme inverse: 

»Les quantitds X, Xyy +... X et les signes dj, d2, ie RR 
»donn&s, les quantitds Yı3 Y29 »+..%,_1 et les signes 0%, 0%, „...d”” propres & 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 1, 11 
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» satisfaire pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Z,, L, ,.... Z,_, ä l’Equa- 
»tion transcendante (32) verifient en m@me temps l’equation algebrique (31), et 
» cette verification se fait en sorte que 


y — x; divise le facteur irrationnel Vy,Ww).I— 8; Vp.(y) IV 
IR 


y— y, divise le facteur irrationnel Vy(y). V+ OP yYp, (y).IV .» 


La derniere partie de cetheorcıne etablit entre les integrales et les expres- 
sions algebriques une correspondance de signe qui est d’une grande importance 
pour les applications ulterieures. 

Les limites inferieures des integrales sont des constantes quelconques. 
Dans le cas particulier otı ces limites inferieures forment un second systeme de 
racines propres ä verifier l’equation T = 0, la constante C s’evanouit, qu’elles que 
soient les valeurs des co@fficients L,, L\, .....L,_.- 


Posons 


4) A-JayU-R).. dee) >. 


et faisons les hypotheses speciales suivantes: 


- 


vr. WW) =1, 
p(y)=yPtly; 
Y du degren+v, 
PV du degre n. 

2, W)=%5 
ply)=PiWy); 
F du degen+v—]1, 
YP Au depre n. 


Dans lun et l’autre cas toutes les racines de "equation r=0 peuvent s Evanouir 


ensemble, donc, en prenant toutes les integrales depuis la limite inferieure O, la 
constante © disparait, quelles que soient les valeurs des co@fficients Eisbrsukun 
et en faisant @ = VO l’on obtient les deux theoremes: 











‘E, 
3 
Ex 
Br; 
N 
ER 
Eng 
e 
3 
BSG 
# 
x 
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Theoreme I. Soit 


"L+L, +..+L_.y”? 
35) vly)= ee ößy = _ -dy 


0 
&D(y) designant la fonction definie par l'equation (34), soient Yet FV des 
fonctions entieres de y des degres n-++v et n, considerons l'&quation trans- 


cendante: 
(36.) d, yp (X) + Ö, ” (x) t...t Öö 2n+yv+1 ” (Kn+r+1) 
=I!Yy)HriPy)+..... +0 (y_); 


ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Lg, Li, ....L,_n 
et l’equation algebrique: 


(37) r=NF’—yo(y)M’ 


= FYA—)A—).(A-2-)0- 90-505) 


avec les conditions: 
(38) V— 8,Vy@(y).IV divisible par y—a;, 
V+ 0® Vy D(y).FV divisible par y—yı - 


Cela pose, les quantites &,, &25 .... Xanız.ı et les signes dj, Op 2... Oasen 
etant donnes, l’equation transcendante (36) d’une part, et lequation alge- 
brique (37) avec les conditions (38) d’autre part, donnent aux quantites 
Yıs Yay +... 9,1 et aux signes d’, Ö“, „...0C® des valeurs identiques et peu- 


vent, par consequent, &tre remplacees l’une par l’autre. 


e Theoreme II. Soit 


L+L,y+...+L.y”” 
(35.) W(y) -f Verso = dy 


D(y) designant la fonction definie par l’equation (34), soient Feet IF des 
fonctions entieres de y des degres n+»— 1 et n, considerons l’equation 


transcendante: 


(39.) d,W (x) + d,W (&) +... + On (Lonr,) 


=IYy)HrIPy)r... tITEly), 
11* 
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» satisfaire pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Z,, L, ,... Z,_, & l’Equa- 
»tion transcendante (32) verifient en m@me temps l’equation algebrique (31), et 
» cette verification se fait en sorte que 


y— x; divise le facteur irrationnel VYy(W).I- 8; p.(y) IV 
(33) 


y— y, divise le facteur irrationnel Yy,(y).F+ dPYy; (y).IV .» 





La derniere partie de cetheorcıne etablit entre les integrales et les expres- 


sions algebriques une correspondance de signe qui est d’une grande importance 
pour les applications ulterieures. 


Les limites inferieures des integrales sont des constantes quelconques. 
Dans le cas particulier otı ces limites inferieures forment un second systeme de 
racines propres ä verifier lequation "= 0, la constante C s’evanouit, qu’elles que 
soient les valeurs des co@fficients L,, L,3 ..... L,_.- 


Posons 


34) A-NA-Raya-ray).. ds) -=:. 


et faısons les hypotheses speciales suivantes: 


Y. 2 @W)=1, 
ply)=ylly)> 
V du degeen-+v, 
IV du degre n. 

2, Ww)=%5 
ply) = Diy) > 
Y du deren +v—1, 


IV du degre n. 


Dans !un et l’autre cas toutes les racines de "equation r—=o0 peuvent s evanouir 


ensemble, donc, en prenant toutes les integrales depuis la limite inferieure 0, la 


constante C disparait, quelles que soient les valeurs des co@fficients Zu, Li... L,_, 
et en faisant @ = OÖ l’on obtient les deux theoremes: 
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Theoreme I. Soit 


>ä 
L,+L,y+...+L,.y”? 
OR =/ Ei de 
0 


®(y) designant la fonction definie par l’@quation (34), soient 7’ et VV des 
fonctions entieres de y des degres n +» et n, considerons l'@quation trans- 
cendante: 


(36.) d, y (x,) + Ö, vn (x) +. On y (Con+,+1) 
=I!UYy)HH By)... + TElYy_); 


ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Ly, Liy «-..L,_n 
et l’equation algebrique: 


(37) T=V?-yoy)W? 


= vora-,)0-2).Q4-2 0-05) Q-52) 
avec les conditions: 
V— 8,V/yoQy). IV divisible par y— a; , 


V+ö®Vyo(y).V divisible par y—yı- 





0 | 


Cela pose, les quantites ©, &25 ... + Xp, et les signes dj, dyy +... Omassı 
etant donnes, l’equation transcendante (36) d’une part, et lequation alge- 
brique (37) avec les conditions (38) d’autre part, donnent aux quantitds 
Yıs Ya +...Y,_ı et aux signes d’, Ö”, ....ö®” des valeurs identiques et peu- 


vent, par consequent, &tre remplacdes l’une par l'autre. 
e Theoröme II. Soit 


LuL+Ly+...+L_.y” 
(35.) W(y) -/  NVyoyl dy; 
0 


D(y) designant la fonction definie par l’equation (34), soient 7 et IV des 
fonctions entieres de y des degres n+v— 1 et n, considerons l’equation 


transcendante: 


(39.) d, y (x;) + d,W (a) oo... + FU y (Kon) 


=IYy)HrIUy) Hr. PP y); 
11* 
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ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des co@fficients ' PROC) VBaenE PEBEREN 


et lequation algebrique: 


() r=yF?’— o(y)WWV° 


= -royQ2)-2) 0-2 JE) 


avec les conditions 


19. F— I; Yoly).V divisible par y-x;, 
(41.) 





vv F Hs" yo(y).IV divisible par y—y; . 


Cela posed, les quantites x, %yy ....Xyny, et les signes dj, 09.022, Etant don- 
nes, lequation transcendante (39), d'une part, et l!equation algebrique (40) 
avec les conditions (41), d’autre part, donnent aux quantites 4, Y25 +. --%,-ı et 
aux signes d, d”,...d®"® des valeurs identiques, et peuvent, par consequent, 


etre remplacees [une par l’autre. 


1. 


Revenons, apres ces explications preliminaires, a la solution des equations 
(26, 25), solution ä laquelle se reduit, comme il a deja ei€ remarque dans le n? 2,' 
toute Ja question dont il s’agit. 
< 


Considerons d’abord les equations (26) et (29) du n? 2, savoir: 


7 97, 4 6} / n— en+v 
(26.) pi: ge z 0= (— 1yIy- "rt S,, 
I ıy (y RN, 7) Kali 
I Iı > v — ® ,— m n—1, . ; ige Bw: 
(29.) I a | H 0, —. ( 1) Q.W, — (y — I Qn-ı ? 


P, etant du degre n+v et Q, du degre n. 
L’equation’ (26) se trouve comprise dans le nombre des @quations (37), 
auxquelles se rapporte le theor&me I du n° precedent. En effet, soient a5 423... 


a,_, les v»—1 valeurs de our lesquelles S, sevanouit, et posons 
yPp ] D 


2 u 
VY=P., : ‚Y = VH 
u == .. ll, =N. yYzhy Haydn a1 9 


alors I’ equation (37) se change en Fequation (26). 
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Or, en vertu des remarques faites ä la fin du n? 2 relativement & l’equation 


") sh 


(29) son premier membre est divisible par (y—ı ‚ c.ä. d. que toutes les 


differences y— x, divisent Je möme facteur irrationnel: 


P,- H I,=ıV— Vz D(y) IV, 
ou, ce qui revient au meme, que tous les signes d,, Ö,, ....Syn4,41 sont positifs. 
Donc, en designant dans le cas special d’ont il sagit par &', &, ....e” les signes 
representds par 0°, d“, ....d”” dans le cas general du theor&me I, on parvient, 
par l’application de ce theoreme, au resultat suivant: 

Les v— 1 racines a,, &, ....@,_, de l’equation $, = 0 sont des fonctions 


de „ telles qu’en posant 


CV 
m L,+L,y+.....+L_ 
(35.) r(y)= / ET RR, 
0 





elles verifient pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Z,, L,, La3...L,_a 


lequation transcendante: 
(42.) Zr +#v + Dh) = Ewa) HE’ We)... te ’wla,_,); 


&, €, ....er PD etant +1lou —|1. 
Quel que soit le nombre entier «, on peut toujours definir » — 1 argu- 
ments "9 Nyuy nu par la condition que l'on ait pour des valeurs quelconques 


des co@fhicients L., L\, ....L,_, l’equation 


(3) way) = EUR) EUn)F.. Want”), 


v- seront ce que l’on peut appeler les arguments multiples 


et alors 7,5 Muse... Mm 
de n de lordre 4 (relativement aux integrales W). Cette notation introduite, les 
racines & 5 Ay ....a,_, de l’equation S, = 0 sont identiques aux v — 1 argu- 
ments NynryHı 3 nn Mar; Mmultiples de n de lordre 22 +v»+1. Donc, 


en designant par S,(0) la valeur de $, pour y=0, on obtient: 


—)(1--°-)....(1-5-)- 


Van+y +1 Nan+y+1 2n+v+l 


(4)S,=S, (1- - 


De plus, on conclut de la correspondance de signe etablie par le iheoreme 


d’Abel que chaque difference 
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ur TEEN. ; Y 
y—.a, divise le facteur irrationnel P, + &® »Vz.0, > 
de sorte que: 


m /Y 
(45.) P, = — .® "\ H .Q, poury=a;. 





Ayant determine la fonction $, au co@fficient S,(0) pres, il sagit de cal- 
culer ce co@fficient et la fonction A,, ce qui se fait A laide de l’equation (28) du 


n’ 2 savoir de l’equation: 
\ n er 4 
(28.) R? — Zu: = — (y — 7) Ss, a) 


Soit, pour abreger 


4 Ben... „u FRE .(v—1) — 
| Nan+y+1 — 4 p) Non+y+1 — (ie ’ .....0 Non+r+1 — d,_.19 
k —n [9 DE u ÄR v1) __ 
(46.) Many 3 Many ED P2 2 en = PB.-ı ? 
BE "a nn (v—1) BE 
lanw-ı = Yı 93 Na TYı 3 ver re Mn = Yı- 9 


tous les arguments NY, > Mn > Nr, Etant definis par des equations de la 


forme (43), et soit 


er» = y— a)ly—a).....y— N) ’ 
(47.) / B(y) = y—P)y— P)-....(y— P,-i) b) 
C(y) = y—Yy)y—-Y).....(y— Y-ı) . 


de sorte que les quantitds a,, @yy 2-1 5 Bus Bas ser Brrı 3 Yıy Pay re Yonn 


satislont aux Equations transcendantes: 
Zn tv +V)y)=EWla) HE Pla)... He"? y(a,); 
(8) | &n+)EG)=er()+eBB)+. te p(ß), 
Zr +v Duo) =aPy) Ha y)r.. tl ?py); 


‚w—1) 


PR? PER Tue? ur 7 re — 
"9 SEE mE A A een etant +lou —|1. 


De ces Equations on deduit 
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(49) EWR) He" WA) + ..... +e?’p(ß,_)+ En) 
= ey(a)+ El) +... +." y(a_,), 

(50) el) re wlh)+:.... + "p(Bß,_,) — en) 
=aPy)tary)t... Harn) > 

51.) se )tarly)t... tl "euyo)+2En) > 


— ep (a,) + .'y (%,) +.....+ Eee Pp(a,_,) ’ 


dont la derniere est une consequence des deux premieres. 
Considerons les equations (25, 27, 28) du n’ 2, savoir: 


25.) PO QP=- D"y-nT, 


2v 
(27.) P-PA—HFQQ- = - VW" R,, 


(28.) R—- WY=—--)8.S-. 


Des equations (25, 27) on deduit 


-Y@ ea, en Al = IP. or VE.0NP+0VZ0. 


g pouvant ätre +1 ou —1. Dans cette equation 
pour <=-+-1 le premier facteur du second membre est divisible par y—ı) 
d’apres l’equation (29), 
pour = — :” le premier facteur du second membre est divisible par y— a, 
d’apres lequation (45), 
pour e= z? le second facteur du second membre est divisible par y—Y: d’apres 
l'equation que l’on deduit de (45), lorsqu’on y change n en n—1. 


Done on a les conditions: 
FB in 
R,- "VE divisible par (y —n)? 


r > ) 3 Y Er | 
(52.) Rn+ Vz divisible par y—a;, 


3 | 
R.— DV H divisible par y—Y; - 
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L’equation (28) et les conditions (52) se trouvent comprises respective- 
ment dans l'equation (37) et dans les conditions (38) du theoreme I, sous les 


hypotheses: 


N” 
a A er SE 
0... Fa ss: FE vH? 
x = Yı,% = Yı- 1,1 = Y-13, 7, = N, dr = NY > pa Aa, ZU 
a “ „el 2 a Ar 1) _ 0-1 
d, ans €] ” Ö, nun € u — & j Ö, mm 1 b) " GE 1 ’ d' EIERN: € J 1 0° —;” 


done lequation (51) est lequation transcendante par laquelle, en vertu du theo- 
remme ], !’equation algebrique (28) avec les conditions (52) peuvent @tre remplac£es. 


Aux conditions (52) on peut substituer les 2» dquations: 


V H ; 
? Rn (n) nn VH, 
YyH nr H 


2 T,(n) — - VH . 
92.) * 
92.)” \.g - 


y Ra) =— Va ®a,) 


'=1,2,....v—]l). 
_ G=1,2,...0—1) 


7 


R,y) = :®Vy,0Q) 


Sı parmi ces 2» @quations on en choisissait arbitrairement v +1 quel- 
conques, elles suffiraient pour determiner au moyen de la formule d’interpolation 
de Lagrange la quantit€ A, (fonction entiere de y du degre »). Mais la forme, 
sous laquelle A, se presenterait alors, manquerait de symetrie, ou serait au moins 
tres- compliquee. 

Pour arrıver älexpression la plus simple de R, on prendra la route suivante: 

On remplacera d’abord l’equation algebrique (28) avec les conditions (52) 
par l’equation transcendante (51), puis cette derniere par les deux @quations trans- 
cendantes (49, 50), dont elle est la consequence. Enfin, les dquations transcen- 
dantes (49, 50) se trouvant comprises dans l’equation (39) du theor&me I, on les 
remplacera, en vertu de ce theor&me, par deux equations algebriques de la forme 
(40) avec des conditions de la forme (41), et Yon se trouvera ainsi conduit A rem- 
placer lequation algebrique (28) avec les conditions (52) par deux equalions al- 


gebriques sımultanees avec les conditions necessaires qu'il faut y Joindre. 


Tout se reduit done } appliquer le theor&me II du n® precedent aux Equa- 
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tions (49, 50). Ces deux Equations transcendantes sont en effet comprises dans 
l'equation (39) du th@oreme II sous les deux hypotheses: 


1°. »n=m0 „ Ym=P ,„, Hal, 
5 = Pı n= Pr gr B.-i ‚x,=n; Yı = I 7 Is y,ı = 4, 
ei ui ur era ea. It, 
2°. st, Fa 5 ul, 
= RB: m Pa =ß m =n;: N=YHyh >= Yschm = Y-n 
ehrt u er”. 
Donc en vertu de lequation (40) et des conditions (41) du theoreme II, les 


Equations transcendantes (49, 50) sont remplacdes par les deux «quations al- 


gebriques: 


A DB (3 u 
5) UWE 


. C(y) BW) y- 
54) AWP) = 6080 5 > 


avec les conditions: 





B D(n) Ar /D(3,;) 
65) Fm=V@ , rn=eV"R, 








h DA) „Y/® 3 
656) Frmd=-V?R , va) = eV 
et 
(57.) V(a,) ER y2@ 
“ Dy) 
(58.) ya pV ze 
lindice 7 devant avoir partout les valeurs 1, 2,..... vi 


Rien n’est plus facile que de prendre la route inverse et de deduire des 
equations (93, 54) et des conditions (55, 56, 57, 58) l’equation (28) et les con- 
ditions (52). En effet, multipliant l’une par l’autre les deux &quations (53, 54), 
et se servant de la m&me identite algebrique qui a deja et@ employee dans le n’1, 


on obtient: 
Crelle’s Journ. f. d, M. Bd. XLVIH. Heft 1. 12 
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2(y)Ey/(yV, (y)Y 2 YiF(y) 1,4 (v)Y 


_AQ) Co) (Bo) w—n 
= 0) 0) 0) cr ). 





Sı l’on prend les signes inferieurs, chacune des expressions: 


D (y) wen yF(y) v; (Y) ’ F(y) PR Y(y) 
est divisible par le produit (y— Bı)(y — Pr)----- (y— B-1) = D(y), comme ıl 


est facıle de le verifier par les formules (55, 56); donc en posant 


2 . Pey)—yV(y)V,(y) MI rn 
(59.) U (y) — "’ 2. By) . 6G.= 2B(y) - 


G designant une constante, on a 


b 1 Ay) CW) (ya 
\\2 2 nn a ee Kr. 
(60.) (UN — EF = 550,7: A) 00) ( ) 
equation qui, comme il est ais€ de s’en assurer, ne differe de (28) que par un 
multiplicateur constant, 


Des @quations (59) on deduit 


= VD) — Vy. Vo) V DQy) + EVy-V TO 
Uy)—:GVY = 2B(y) ©: 


setant +lou—1. De la, en posant successivementt <= +1, 2 = —.:”, 


= 5, on trouve A laide des Equations (55, 56, 57, 58) les resultats: 
U(y)—GYY divisible par (y— n)’, 
U(y)+:”GYY divisible par y— a 
U) —&’GYY divisible par y—Yy; 


ce qui equiyaut aux equations: 


cs >/VH, 
UM) _,H 
G TıyH? 
U«;) is 
G = — AO)’ a; D (a ) 
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U(y) , yH ui. 
Ces valeurs de ze compardes aux valeurs de pr Kt, donndes par les @quations 


(52)* montrent que la difference 





U) VH„, 
a: ar E72 Rh n 
est divisible par (y u n)(y jr. a) (y u A9)...(Y PR a) (y—Yı) Yyyı)..(ly— Yun) 


Mais comme chacune des deux fonctions U(y) et R, ne depasse pas le degre », 


on en conclut que pour des valeurs quelconques de y on a identiquement: 


7” U(y) 


R=yu6° 





ou, en substituant la valeur (59) de U(y): 





” P)—yV(y)Vı() 
(61.) Be. 
yH 2G B(y) 

Les formules (55, 56) donnent » valeurs de chacune des fonctions /(y), 
V,(y), et comme ces fonctions sont lune et l’autre du degr€ » — 1, ce nombre 
de valeurs est precisement le nombre necessaire et suffisant pour determiner 
F(y) et F,(y) & laide de la formule dinterpolation de Lagrange. 

Mais la determination de ces deux fonctions peut @tre reduite a celle de 
la seule fonction 


_ I HNM 

En effet, d’apres les equations (55, 56) la somme /(y) +Y,(y) est divisible par 
y—n, donc 7(y) est une fonction entiere du degre v—2. L’equation (62) et 
la seconde des @quations (59) forment un systeme d’@quations qui, resolues d’apres 


F(y) et V,(%) donnent: 


’y)=y-M)Ty)+GPB() 


(63.) 
[A (y) = (y— n) T(y) a GB(y) . 


De plus, les equations (55, 56) combindes avee l’@quation (62) et la seconde des 
equations (59) donnent: 





T($ß)= a np ’ 


12* 
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et, de lä, par la formule dinterpolation de Lagrange: 


/2(@) 1 
i=v— f _—- tra 4 
(65.) TI) = 0 Ab Km Win 
il fin B(P,) 





En portant la valeur de @ donnde par la formule (64) dans les equations (63), 
on obtient: 


i D(n) BG 
V’y)=y-)Ty)+ +V ie Br 


/Dn B(y) 


V’,y)=y-TITy)- ) 7„ Bo)’ 





et en substituant ces valeurs de G „ /(y) „ V,(y) dans l’equation (61), ıl vient: 


| Br BG), PW)—y V(y).Vı(y) 
| Mt D(n) b(y) 
(66.) «ou 
2 „Bw ”Bo) P)—- ug - MT) 
37 > Di) By) ? 


T(y) etant defini par l!’equation (69). 

Telle est l’expression cherchee de A,, expression dont la simplicite ne laisse, 
ä ce qu'il semble, rien & desirer. Elle montre que A, depend de la multiplication 
del’ordre 2 +» des integrales ı% (car c'est ä cet ordre que se rapportent les ar- 
guments Ay, Bas +++: 3,1), tandis que S, depend de la multiplication de l’ordre 
2n+v-+l1l, 

Quoique une partie de AR, se presente sous une forme fractionnaire, la 


division se fait pourtant sans reste; en eflet, 7(y) etant la fonction entiere du 





m . 1 IT 
degre v— 2, egale a +. r pour les v—1 valeurs y= Ph, Po ---- 
P,-, la difference P(y) BR — „)”(T(y))® est divisible par le produit 
y—Bı)Wy — Pd). y— PB) = By), ei cest precisement ce quotient qui entre 


dans l’expression (66) de A,. 
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On peut signaler une valeur de AR, qui se distingue par sa simplicite, c’est 
la valeur R,(0) que cette fonction prend pour y=0. En effet, dans la partie 
de R, qui ccontient 7’(y), le carr& de cette fonction se trouve multiplie par y(y—n)”. 
Par consequent, aux deux valeurs connues R,(n) , R’„(n) qui se trouvent deja 
parmi les equations (52)* on ne peut joindre qu’une seule troisitme valeur R,(0) 
qui ait cela de commun avec elles d’etre independaute de tous les radicaux conte- 


nus en 7(y). Ces trois valeurs r&unies forment le tableau suivant: 


R,o)=»; 


(67.) u’ 
R',(n) = 3 7 H 2 
m” BC 2) 
(68.) R.(0) = 4505" 50° 


La valeur (68) de R,(0) conduit en m&me temps ä la determination de 
la constante S,(0), le seul element qui reste encore inconnu dans expression 
(44) de S,. 

Au lieu de R,(0) et S,(0) considerons les valeurs g,(0) et o„(0) que 9, 
et 0, prennent pour z2=0. Les variables y et z s’«vanouissant ensemble d’aapres 
les Equations (24), on a: 


‚R. (0) FOR $n(0) 
On (0) = (- 1) we. (0) = (— 1) ’ yi? 





et ä laide de l’equation (68) on conclut de la: 


-1/ BD) _C-NF7 
9 (0) = 207) B(0) 200) = (1-3 


ou, en substituant pour ,; sa valeur 73,.,, tiree des @quations (46): 


(— Var 
(69) RUE Ye 


Nankv 


De plus l’equation (12)* savoir: 


2 Ba 
On Z=— 070,1 


a laquelle ıl faut aJouter: 
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donne pour z=0: 

(= — 0.0.10). 
De lä on trouye par voie de substitution successive: 


N „(O))? 
o,(0) = _ o- — (9 (0))° 9 


Eye (2,(0) )? 2 () 


(0) 0) 


con — __ QM) _ _ (g2Mool)\? 
0,(0) — um 6,0) =— ( 0, (0) E 


vu (0,(0))? 1 0;(0)o, 
O3 “ ——n 6,(0) Er + ee) 


* Be n—1l On (( ))« On—2 (0) On—4 (0) 
Ö,„ (0) m (— 1) Ga 0n-3(0) On-5 (0)... 
On n’a qua porter dans ces formules les valeurs de g,(0) , g,(0) tirdes de 


l’equation (69) pour trouver les valeurs finales des quantites o,(0) , 0,(0)..... 
De cette maniere ıl vient: 


Tr 2 
= (50); 


„at: en] 


(0) = en 





I m 


-——— \ 


0,(0) = Io" ( 





‚nese: 
Bi > 


2 0 





ei ee 
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1 \2 
5 Ii— 5 “REED neue 1 — - - u u N 
i=v—1 0 a 7) 
N N,+6 dy+4n—2 
’ 





er 
7 Erg: (1- n)- )- . (Me 
ae AI 
n Din) < . 
a (N) zu ( - a )(t> zo) (1- "OR R 


Introduisons encore dans l’equatior. (44) z et o, au lieu de y et $,ä laide 


des formules (20, 24), et nous aurons: 





i=v—1 


(71.) = 0,(0) 7 (1-(1- u ) : )- 


mel Nan+v+l 


I. 


Les resultats obtenus dans le n? precedent contiennent la solution com- 
plete du probleme. La valeur de o, est donnee par les equations (70, 71); et 
pour connaitre celle de g, on n’a qua diviser l’Equation (66) par (y — 7)’ et a in- 


troduire z au lieu de y. De plus, en posant 
(72) =We’+h"2t+...+hlzt+hr, 


les trois Equations (67, 69) donnent les valeurs de hy”, hy, h”” En effet, on 


en tire, d’apres la troisicme des @quations (24): 
R,=I" y +"! y"(y—n)+-:-:..: HI? y—n); 
d’ou 
A, (7) =—n hr, 
R'(n) —=v yı h\” + Ta h‘”) . 


Comparant ces valeursä celles qui ont et donndes par les formules (67), on trouve: 


h?=1, 
(73.) N) H' 41 i=2u—3 
(n) —_ os hr FR } 
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Ih (n) 


u | 


identique a 9. (0), est donnE par l'equation (69) et l!’on a: 


Tor 
Nan+y 


ehe 
(69.)* a Tr u (1— 


Dans le cas des fonctions elliptiques c. ä. d. pour v—=2 ces dernieres 
equations sont suffisantes, et [on n’a menıe pas besoin d’introduire z au lieu dey 
dans l’equation (66), car dans ce cas 9, est du second degre et par consequent 
entierement determine par les trois co@fficients Ay, hi”, h\” = h3”. Le probleme 
de determiner le developpement en fraction continue de la racine carree d'une 
fonction du quatricme degre est donc resolu par les Equations (69, 70,71, 72,73), 


et le resultat peut Ötre enonce dans le theor&eme suivant: 


Theoreme. „Soit 


Ze Veen CH )=ot ang 
1 


0<r,< 
= (1-y)(1—z°y) 


H=n PC) 


a “y dy 
P(y) zo F BEER N 
Yya-n)d- 2) 


et soit », defini par l'@quation transcendante: 
A nm Y)= ne _ - “pP (3 „)* 


Cela pose, les quantites 9, , e, sont donn&es par les Equations: 


- H 
On — (4 er er n) (1 .) 4 


= 0,(0) B* -(1- -): | 


Ngn+3 
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2 
(1 = ) 1-7)... 1 7_ 
N4 E: N4n 


Oy-7(0) = 





(1-" ) BT. TA 
Na Ns Nan—2 


(1-” (1-2)... re Gebr | 
Na Ne Man—2 N4n+2 „ 


0) = N (@-2)(@-2)...(1-2) | 


Ces resultats saccordent entierement avec ceux que Jacobıi.a donnes sans 





demonstration dans le tome VII, pag. 42 de ce Journal. Pour les rendre iden- 
tiques on n’a quä poser 


= 2 — 5azH+ Inı ’ 
= Gn+1 (1 — 72412) > 
Yr)=u, 
d’ou, d’apres la notation des fonctions elliptiques introduite par Jacob:: 
n = (sinam(u)), 


r 7. = (sinam (ku))’ ; 


alors les quantites @, 7,, 9. ,7n , u sont precisement celles que Jacobi a desig- 
nees par les me&mes lettres. 


6. 


Il ne reste plus qu’a reduire les fonctions 9, , o„ a leur plus simple ex- 
pression. 
Introduisons les quantites 


(74.) Ma, 


de sorte que pour „= nl),z prend la valeur {f), et posons 


(75.) Z=:zF(), 


d’ou d’apres (18, 21): 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVII. Heft 1. 13 
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95 
Fe)=@-De@- db) b)......(8— u) 


= @-D(e-,—)(e-1-;) BD (- 1-45) ; 





et dapres (34): 
B 
FO)=— Da)‘ 
ela pose, les @quations (70, 71) par lesquelles on determine o,, prennent la 


forme simple *): 











2% aaa En a 
(71.) = 0,0) (1-5,.-,) 
Gy et u. Surin— . 
Om (0) = zn u; sähe Bi 
” 0)= we ! F(0) 11 1 Cy+ + 246er SuHin—2 2 2 
a E FREE GEB AWO . 
Pour le calcul de og, divisons la formule 
n’ vY i 
[3 [0 4 u 
u) Ve=yiy-n 
par 
TE BE 
(20.) =, 
dou, dapres (75, 34): 
v® 
Yy 5 





year 
=  VHy-n 


donc en posant 


7” T(y) 
YH y-n)727 =0(z) L 


*) Pour plus de simplicite on s’est abstenu d’&crire dans les produits suivants les indices 
superieurs des quantites [’. Les signes /7 se rapportent ä toutes les valeurs 1, 2, .....„—1 de l'indice 


a +«(v—1) 
> . 


- 


superieur de sorte que p. e, II, =[, I, ..... 8, 
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l!’on obtient: 











i=v—1 ne) N . 
(76) 0) zer FI, em...) , 
i=1 Gin-+v (9, — ® a) .... (ti Any Con+ „) 


celle des differences qui a &.,, pour terme soustractif devant ätre omise dans le 


numerateur comme dans le denominateur. On obtient de mä@me: 


” VeoBo ı v2 B@) 
Vor DT He). 








En substituant ces valeurs dans les @quations (63), on trouve: 


y YV 
m: "Y nn =0(2)+ I@— AR ’ 





vr: (y nn = 02) — Ua — uns) 5 





et, a laide de ces valeurs, l’equation 


‚"Bn Py)- VW’, 


(y u. n) On — R.= — 1 D MM) _B(y) « 





qui resulte de la combinaison de l’&quation (66) et de la troisieme des «quations 


(24) se change en: 


z 5 F(2)—2(9(2))? 
(77) BFH) TE) 





En introduisant la substitution 


Y 
(20.) z= nn 
dans lintegrale 
_ I L+ly-+....+L-y” 
a 


on obtient: 


* 13* 
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0, 
AutrhızHt eo. + ,_22’? 
78) Uly)=2&(z) = =". —dz 
TEN REN N,_, reprdsentant un nouveau systeme de co@fficients arbitraires de- 


termines convenablement en fonction de Z,, L,, ...L,_» 
Ces transformations (20, 74, 78) introduites dans l’equation (43) et dans 


la seconde des dquations (48) permettent de definir directement les quantites 


u 6 et les signes e‘, e, „....e”” par les Equations transcendantes: 


(79) RL - A) = ER) ER )F le”) 
(80) An +3) 2-0) FRE) FE) Fe EA) > 


- 


ayant lieu pour toutes les valeurs possibles des co@fficients Ay, Ay, ++. A, 


Introduisons enfin au lieu de z et de 9,, o„ la premiere variable & et les 


quantites r,, s„ par les relations: 


(15.) c—-1=(m,—a)z2, 
„= (,— a,)o, 
(19.) ' En 
S2n — (a, Ma a)” Oyns S2an+1 — IH » 
Posons 
(S1.) DD —a1=(a,— a) 2 
et (82.) X=(2—a)yg(x), 


d’ou d’apres (14, 16): 


y(X) = (x — a) —a;).....(C— a;,); 


yla)= (a — a)” F(0), 
et divisons la formule 
(17.) yVX=(,— a)yZ 


par 


(15.) zz G = (3, — a,)2y3 
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d’ou, d’apres (82, 75): 


21 | 7 
donc, en posant 
(a, — a)” 6(z) =1l,, 


d (z) etant defini par lequation (76), on obtient: 


—=v—1 a N a 1 
(3) = 8 e® Er), (Em) re (a 
2. = "VER £@) ee N fee) a? 
Br Ean+, — 4 5 Eon av) oo Ein — &2n-+v) 


celles des differences qui a Er. pour terme soustractif devant &tre omise dans le 
numerateur comme dans le denominateur. On obtient de m&me*): 


(a, ch a)”  I(z— Ca) = II(x — u u 


En substituant ces valeurs dans l’@quation (77), g. etant exprime en r, par l’une 


des relations (19), on trouve: 


(2) — (z-a,)t, 
\(@ — aı) II(z — Eyn+,) , Il(z — San) \ 


— 


(4) n = -a”/. =} 


Un calcul analogue transforme (70)* et(71)* dans les formules suivantes: 





Eon+v+1 
(85.) . $n .. „(0) A (1 er En PN )= . $n (0) II a Ra) 9 
N (7 (£, int a,)(&,+4 Bu a) .. + Kent ul a,) = 
(86 ) ion. ” ) (E42 _ a/&,40— a1)... (Eur1m-2 — Aı) 
| \, (&,42 . - a1 )(&u+6 Bay; G,)... (Eurn-2 re a,) “ P 

I ae er (? pP (a1) an (&,— ars Sa a,) .. nr. (Eupen > a) (&,.+4n gt a,)\ 4 

En introduisant la substitution 
(15.) z—a1=(m,-—a)z, 

dans lintegrale (78), on obtient: 

tg 2) 


*) On s’est abstenu d’ecrire dans les produits suivants les indices superieurs des quantiles >, 


Les signes IZ se rapportent a toutes les valeurs 1, 2, .....„—1 de l’indice superieur 















102 2. DBorchardt, applic, des transc. abel. aux fract, cont. 








” FL,+LcH+... +02 
(57.) 2) = Je) =/ a1 VX ——- de, 


lo, dir »..../,, representant un troisieme systeme de co@fficients arbitraires deter- 


minds convenablement en fonction de Ay, Ays «....A,_. 
Ces transformations (15, 80, 87) introduites dans les equations (79, 80 
q 
permettent de definir directement les quantites &,, &, .....&0” et les signes e', 


dd 


TR Dr ee equations transcendantes: 


(88.) uwyFEr)=EHbßi)EL&E)E..... EI”), 


(89.) An +v)b(ER) = erb(,) Herb) + eb (EP), 


linfini etant positif ou negatif suivant que a, est la plus grande ou la plus petite 


des racines de l’equation 


0. 





Les equations (1,2,14) et (82) jusqu’ä (89) donnent la solution complete et 
generale du problöme de developper en fraction continue la racine carrde d'une 
fonction entiere de degre pair. Sans en restreindre aucunement la gen£ralite et 
sans changer ni la valeur de la racine carree ni celle du quotient complet de la 
fraction continue, on peut simplifier les formules en Ecrivant & au lieu de x—a.. 

Si, pour fixer les idees, l’on suppose que a, soit la plus petite des quan- 
tites Q), Ay, .....dy,, on arrive par ce changement au m&me resultat que l’on 
obtiendrait en posant a, = 0, les quantites @,, a3, ..... A,, €tant toutes positives. 

En introduisant dans les Equations (82) jusqu‘ä (89) le changement men- 
tionnd de »—a, en x et en Ecrivant en m@me temps 


dı, dUy. ..... d),-ı au lieu de ad = ad, 5 Ge aA, b) 0... A, b) 

ei “4 e(v— . 4 44 u 

a Ei; on >» au lieu de &,— 4, &,—0 5; OR: ., a . 
„e „u. ‚o—1) h d „s „ss (v—1) 

En y €, u.» cn au lel e € iv) € b) N br) 


on est conduit au theor&me suivant que l’on peut considerer comme Je resultat 


essentiel des recherches qui forment l’objet de ce memoire: 


Theoreme. „Soient a,, @a, »...:Ay,_.des quanlites posilives, soit 
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y(x) = (x un a,) (x un Oy)eo...(8 — Q,,-ı) 5) 
Vzg( Al ol 
Bent, 1 
20, +*., 1 
a - 
dh ZITOR T 


Sn 











le developpement en fraction continue etant fait d’apres la methode du 


n® 1, soıt 
Lrhet... tb? 
ef an, 


et soient les quantites &, ,&, 2.....E0 > et les signes ey &, 2...” definis 


par les equations: 


up - A) = EHE) EHE) E.... 
(rn +rv)b(—- a) = db) td) Fe al 


cela pose, les 


FU EN); 


eh 
u 


RR 


ayani lieu pour toutes les valeurs possibles de I, hy... 
fonctions r„, 5, a la determination desquelles se reduit celle du quotient com- 


plet de la fraction continue proposee, et la fonclion auziliaire t, sont donndes 


par les equations suwantes: 


= »Wull-;,,,): 











In RER 
$ (0) Ro Sn &, Eur “...i Stimmt 
ne. Sn L Eund.ıs danes E42 ’ 
c 2 
42846 ..... E,+4n-2 
10) = — ig0 u, bs} 
2 ( . pi JITz Eur ..... Biss ’ 
2 
— 1 Y (2) — — ıt, 7 
ne 4 an) tn 
” 2 We II (x Em) + Fiat) 
da Pen RE 
apa iev- N /‘ (Em) (Ey) +... (E- 1) 
le ET" a ae er 
ö i-1 i Einrs ee = en). (ED, non; >’ 


.„v—1 de lindice superieur (t) 


les produits IT se rapportant aux caleurs 1, 2 
des quantitds &X’ (indice que pour plus de simplicit€ on s’est abstenu d’y ecrire) 
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et celle des differences qui a &i),, pour terme soustractif devant &tre omise 
dans le numedrateur comme dans le denominateur du terme general de t,.” 


Ainsi, lon est parvenu ä faire dependre le d@veloppement de 


Vx (0 — a,)(©—a,) 


en fraction continue de la multiplication de la transcendante ab (— @®), c. a. d. 


de la multiplication de lintegrale abelienne: 


/ 2 


N +ht te... + L_22”? 2 
3 Vz —a)(8 — a)... (2 — a.-ı) 


prise entre les limites — & et ©. 


Berlin, Aout 1853. 
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>. 


Ueber die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
irgend einer ebnen Curve und den ihr zugehöri- 
gen, einem gemeinschaftlichen Pole entspre- 
chenden Directrix- und Fusspunctenlinien. 


(Von dem Herrn Dr. Raabe, Professor der Math. an der Universität zu Zürich.) 





Um im Voraus Missverständnissen über die Natur der in der Ueber- 
schrift gemeinten Linien zu begegnen, setze ich das Nöthige über die Art ihrer 
Erzeugung hier her. 

Es sei irgend eine ebene Curve A gegeben. In der gleichen Ebene nehme 
man einen festen Punct P an, welcher Pol heissen soll. 


I. Wenn nun von den verschiedenen Peripheriepuncten der Curve A, einer- 
seits nach dem Pole P grade Linien, anderseits nach einer zu suchenden 
Curve Normalen gezogen werden, so nenne ich die zu suchende Curve 
Directrix zur Curve A, sobald je zwei der eben beschriebenen in einem 
Peripheriepuncte von A zusammentreffenden. Geraden einander gleich 


sind. 


II. Wenn ferner durch die verschiedenen Peripheriepuncte der Curve A 
Tangenten an dieselbe gelegt, und von dem gemeinsamen Pole P aus 
Perpendikel auf diese Tangenten gezogen werden, so nenne ich die Curve, 
in welcher alle diese Begegnungspuncte liegen, Fusspunctenlinie zur 


Curve A. 


Diese zwei aus der Curve A gebildeten neuen Curven stehen unter ein- 
ander, so wie zur erstern in beachtenswerthen Beziehungen; die in den folgenden 
Blättern, mit Zuziehung singulärer Integral-Auf lösungen, entwickelt werden sollen. 


Zu diesem Ende werde ich im folgenden Paragraph die geometrische Bedeutung 


einer singulären Integral-Auflösung in derLehre der Curven angeben, Die nöthı- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 2, 14 
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gen Citate aus meiner Integralrechnung werde ich jedesmal durch (Ir. No.......) 


andeuten. 


R. 


Wenn die Erledigung irgend einer Frage auf eine Differentialgleichung 
zurückgeführt worden ist, so hat es keinen Zweifel, dass dann eine /ntegralglei- 
chung derselben auf eine anschaulichere Weise als jene den Gegenstand darstellt. 
Wenn nun die Anforderungen an eine herzustellende Curve durch eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung ausdrückbar sind, (und nur mit solchen werden 
wir uns in der vorliegenden Abhandlung beschäftigen), so wird erst die vollstän- 
dige Integralgleichung derselben die nähere Beschaffenheit der Curve klar zur 
Anschauung bringen. Da ferner eine solche Integralgleichung jedesmal eine 
willkührliche Constante, die in der Differentialgleichung nicht enthalten ist, mit 
sich führt, so entspricht ıhr auch jede, durch Specialisirung dieser Constante, die 
man als allgemeinen Parameter der Curve ansehen kann, sich ergebende 
Curve; oder, in der Sprache der Analysis: jede particuläre Integral- Auflösung 
stellt noch immer eine Curve dar, welche der zum Grunde gelegten Differential- 
gleichung, als dem analytischen Ausdrucke des fraglichen Objects, genügt. 

Derselben Differentialgleichung erster Ordnung entspricht zuweilen auch 
eine endliche Gleichung, in der Beziehung eines Integrals, die, obgleich sie’ in 
Folge bestimmter Verfügungen über die allgemeine Integrationsconstante aus der 
vollständigen Integralgleichung nicht abzunehmen ist, der erwähnten Beziehung 
wegen gleichwohl eine Curve repräsentirt, welche den Anforderungen der Frage 
völlig nachkommt. Diese Curve nun, deren Gleichung, nach Lagrange, die sın- 
guläre Integral-Auflösung der Differentialgleichung erster Ordnung genannt 
wird, steht ın interessanten geometrischen Beziehungen zu den Curven, deren 
Gleichungen die oben erwähnten particulären Integral- Auflösungen sind; zu 
deren Mittheilung wir nun sofort übergehen. 

Bekanntlich erhält man eine, hier in Rede stehende singuläre Integral-Auf- 
lösung, wenn man in der vollständigen Integralgleichung die Integrationscon- 
stante als Fariable, auf die Weise behandelt, dass die sich ergebende Gleichung 
(die singulaire Integral-Auflösung) noch immer in der Beziehung einer Integral- 
gleichung zu der in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung, eben 
so wie die vollständige Integralgleichung, verbleibt. 

Stellt man sich nun aus der vollständigen Integralgleichung y als Function 
von x (wo y und x die allgemein übliche Bezeichnung der Coordinaten irgend 
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eines Punctes sind) die allgemeine Integrationsconstante a ermittelt vor, und leitet 
hierauf den Differentialquotienten von y nach x ab, den wir durch y, ausdrücken 
werden; stellt man sich eben so aus der singulären Integral-Auflösung y als 
Function von x sammt dem betreffenden Differentialquotienten y, abgeleitet vor; 
schliesst man die Buchstaben y und y,, um sie von jenen vorhin erwähnten zu 
unterscheiden, in Parenthesen, d.h. setzt man, während man in der vollständigen 
Integralgleichung, einfach y und y, schreibt, für die analogen Ausdrücke bei der 
singulären Integral-Auflösung (y) und (y),: so werden sowohl die Functionen 
von @, welche y und y,, wie die welche (y) und (y), respective ausdrücken, 
(jedes dieser Functionenpaare für sich) die hier in Rede stehende Differential- 
gleichung erster Ordnung identisch erfüllen. 

Giebt es, Dies vorausgesetzt, reelle Werthe von x, die y=(y) heraus- 
stellen; bei welcher Annahme die Curve der singulären Integral-Auflösung mit 
derjenigen, welche der vollständigen Integralgleichung mit allgemeinem constan- 
ten Parameter (Integrationsconstante) angehört, Puncte gemein hat: so wird für 
dieselben reellen Werthe von & auch y, = (y), nothwendig eintreffen. Wenn 
überdiess noch jede dieser als gleich unter einander erkannten Grössen zu den 
reellen gehört; so ergiebt sich die weitere Folgerung, dass die eben erwähnten 
zwei Arten von Curven, je in den Puncten wo sie einander begegnen, gemein- 
same Tangenten haben. 

Hält man die Annahme der letztern Folgerung fest, und stellt sich aus der 
vollständigen Integralgleichung eine Reihe auf einander folgender Curven ver- 
zeichnet vor, die verschiedenen auf einander folgenden constanten Werthen des 
allgemeinen Parameters (der Integrationsconstante) entsprechen: so wird jede 
dieser Curven mit der Curve der singulären Integral-Auflösung, falls von den Viel- 
deutigkeiten der Functionen einstweilen abgesehen wird, einen Punct gemein ha- 
ben; und da ferner an diesem gemeinsamen Puncte beide Curven jedesmal die- 
selbe Tangente haben: so zeigt sich die Curve der singulären Integral-Auflösung 
als eine zangirende sämmtlicher verschiedenen, durch die constanten Werthe des 
Parameters aus der vollständigen Integralgleichung erzeugten Curven. Diese Be- 
ziehung einer Linie zu einem Systeme von Linien, welche eine gemeinschaftliche 
Entstehungsquelle haben, nennen die Geometer eine Einhüllung. Demnach 
hüllt die Linie der singulären Integral-Auflösung sämmtliche Linien, die den par- 
ticulären Integral-Auflösungen entsprechen, ein, und wird deswegen auch die 
Einhüllungslinie zu diesen letztern genannt. 


Diese Benennung stützt sich aber auf die Annahme, dass sämmtliche 


14* 
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Linien, die einer Reihe auf einander folgender constanter Werthe des allgemei- 
nen Parameters einer Curve zugehören, mit der Linie, die einer singulären Auf- 
lösung desselben Gegenstandes zugehört, gemeinschaftliche Punetencoordinaten 
haben. Dass diese Annahme unter allen Umständen Statt hat, ergiebt sich auf 
folgende Weise. 


Wenn die vollständige Integralgleichung einer Differentialgleichung er- 
ster Ordnung zwischen x und Y auf dıe Form 


(a.) > Üyan (Sx, a) 


gebracht ist, wo a die Integrationsconstante oder der allgemeine Parameter der 
durch die Gleichung vorgestellten Curve ist, so ergiebt sich die singuläre Inte- 


gral-Auflösung der in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung, wenn 


) id e ER E 
man die Gleichung (a) mit 7 — (0) (Ir. No. 594) durch Elimination von a ver- 


bindet. Stellt man den partiellen Differentialquotienten von f(X,a), nach a, 


der Einfachheit wegen durch f(x, a) dar, d. h., setzt man die Gleichung 


(b.) V=f@,o)=0, 


so gelangt man auf die singuläre Integral- Auflösung, wenn nun aus den Glei- 
chungen (a und b) a eliminirt; wobei jedoch zu bemerken ist, dass das Elimina- 
tions-Ergebniss durch keinerlei constante Verfügung über a aus (1) zu ziehen 
möglich sei, weil es sonst nur eine particuläre Integral- Auflösung darstellen 
würde. 

Bei der Untersuchung der Linie dieser singulären Integral - Auflösung in 
Beziehung auf gemeinsame Puncte mit der durch (a) vorgestellten Linie, in wel- 
cher noch der allgemeine, aber constante Parameter vorkommt, hat man nun das 
simultane Bestandhaben der betreffenden zwei Gleichungen in Beziehung auf & 
und y vorerst im Auge zu behalten. Statt dieser zwei Gleichungen kann man 
auch, wie aus dem eben Gesagten erhellet, die Gleichungen (a und b) unterlegen. 
Die letztere (b) giebt nothwendig & als Function von a; und wenn man dieses 
Ergebniss in (a) einführt, wird auch y als Function von « (wenn auch nur in der 
allgemeinsten Bedeutung einer Function (Ir. No, 1)) anzunehmen gestattet 
sein. Hieraus geht hervor, dass die Gleichung der singulären Integral-Auflösung 
und die der vollständigen Integralgleichung jedesmal zusammengehörige Werthe 
von x und y geben, welche bestimmte Functionen von a sind. Diese zusam- 


mengehörıgen Werthe von & und y deuten aber, falls sie als reel/ erkannt wer- 
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den, auf einen Begegnungspunct je einer der Linien der vollständigen Integral- 
gleichung (die nämlich einem bestimmten und constanten Werthe von a zuge- 
hört) mit der der singulären Integral-Auflösung hin; daher wird die Gesammt- 
heit aller dieser Puncte der oben erwähnten Einhüllungslinie, oder der singu- 


lären Integral-Anflösung angehören. 


2. 


Nach diesen allgemeinen Bemerkungen über die geometrische Bedeutung 
der singulären Integral- Auflösung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
gehe ich zum eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung über, und eröffne sol- 
chen mit einem Problem, mit welchem ich mich bereits in diesem Journale 
(2ter Band, Abh. 32) theilweise beschäftigte. 

Problem. Zu einer ebnen Curve Aund einem in ıhrer Ebene ange- 
genommenen Puncte P, Pol genannt, wird eine Linie von der Art gesucht, 
dass die Normalen, die von den verschiedenen Peripheriepuncten der Curve 
A nach der gesuchten gezogen werden, respective den Abständen der glei- 
chen Peripheriepuncte von dem Pole P gleich sind. 

Die gesuchte Linie ist offenbar die in der Einleitung in (I) bezeichnete 
Directrix; die wir nun bisweilen auch, der Kürze wegen, Linie D nennen werden. 

Sämmtliche geometrische Puncte, auf welche es in diesem Problem, so wie 
in den in der Folge aufzustellenden Problemen ankommt, beziehen wir auf ein 
gemeinschaftliches rechtwinkliges Coordinatensystem. Nach diesem Coordi- 
natensystem sei « die Abscisse und £ die Ordinate des Pols P; ferner sei & die 
Abscisse und v die Ordinate irgend eines Puncts der gegebenen Curve A, so wie, 
analog, x die Abscisse und y die Ordinate irgend eines Puncts der gesuchten 
Linie D. 

Dieses festgestellt, sei die Gleichung der Curve A folgende: 


(1.) JE Y)=0; 


wo f ein beliebiges Functionszeichen der Coordinaten &, © ist. Zieht man durch 
irgend einen Punct &,v dieser Curve (einen Punct, dessen Abscisse @ und dessen 
Ordinate 5 ist, werden wir nemlich in der Folge durch a@,5 bezeichnen) eine 
Normale auf die gesuchte Directrix D, so hat man, wenn x und y die Coordi- 
naten des Puncts sind, wo die Linie D von besagter Normale getroffen wird, 


die Gleichung: 
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(2.) ee det 72 Ya 


er . d ö 
wo Y,, wie ım vorigen Paragraph, statt z gesetzt worden ist. Da ferner der von 


den zwei Puncten &,vund x, y begrenzte Theil dieser Normale der zweiten Wur- 
zel aus (&— x)’ -+(v —yY)* gleich ist, und da diese, der Anforderung des Pro- 
blems gemäss, der Verbindungslinie des Puncts £,v mit dem Pole gleich, und 
dieser durch die zweite Wurzel aus (& — a)? + (vu — P)? gegeben ist, so hat man 
noch die Gleichung 

E-+W-D=-a+w- 


welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 


Dt 


(3.) 2(v— a) H2(y—- vr? — —P. 


Stellt man sich nun aus den hier aufgestellten drei Gleichungen die Vari- 
abeln & und v eliminirt vor, so gelangt man zu einer Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen den Coordinaten irgend eines Puncts der gesuchten Direc- 
Irix. Da aber der directen Integration dieser Differentialgleichung die Unbe- 
stimmtheit der Function f ın der Gleichung (1) im Wege steht, so differentire 
man die Gleichung (1) in der Voraussetzung, dass in derselben & und ®, gemäss 
(2 und 3), durch Functionen von &,y und y, ersetzt worden sind. Dadurch ge- 


langt man zu folgender Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
ai df 
(4.) u - DE 


a —-’+Yy—- Br —2le - nn —-Y—-AlA+Hydi=0; 


wo zur Vereinfachung f statt f(£,®) gesetzt und der zweite Differentialquotient 
von Y nach x durch y, ausgedrückt ist. 

Durch Nullsetzung des einen oder des andern der zwei Factoren dieser 
Gleichung gelangt man, wie bekannt, einerseits auf die eollständige Integralglei- 
chung, andererseits auf die singuläre Integral- Auflösung des Problems; womit 


wir uns nun einzeln in den zwei folgenden Paragraphen beschäftigen werden. 


3. 


Zur vollständigen Integralgleichung gelangt man durch Nullsetzen des 


y, enthaltenden Factors obiger Gleichung (4), so dass die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
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@- a’+y- Pyı-2e—-)1- Y- MAD) = 0 
vollständig zu integriren ist. Wird diese Gleichung wie folgt gestellt: 


a N @—- )yı—-(y—P) 


1+y "@-o’+(y— PP)? ’ 


so erhält man leicht folgende: 








y--? 
dy u Beöry, ’ 
a ee I i 


deren Integration vollzogen, auf die Gleichung 


(5.) (x — a)’ — (y— Pr — 2a — a)(y — P]y, 
= ale y-]+2@-)y- 8), 


führt; wo a die Integrationsconstante ist. 

Verbindet man diese Gleichung mit denen (1, 2 und 3), um &,v und y, 
zu eliminiren, so ergiebt sich die verlangte vollständige und endliche Integralglei- 
chung zwischen y und &, die der gesuchten Directrix angehört und einen allge- 
meinen Parameter a (die eingeführte Integrationsconstante) enthält. 

Um die vorgedachte Elimination auszuführen, erwäge man dass die Glei- 


chungen (2 und 3) im vorigen Paragraph Folgendes gaben: 


TE ı K- 9-9 - Mn -2e-)Yy—- PB) 
(6) ut @—-e)yı—y-—P) r 
Ä @-?-y-P+Ma-)y- DM; 
er re u) Yy—Pyı_; 
A a 
und da (5) die folgenden drei Gleichungen giebt: 


ale —e’+y— A? 
[«- a?’ -(y—- M]yı-2@—u)(y—P) = @- 0% -(y— BR —- 2a(& — a)(y— P) 


[@e- + y— MT 
e— ’-(4-H+2@- N - My = G-$-Q-M- ae WB 


a _ [e-0?’+@-PP]la@-d)+Y-A1 
B-VMT V-MFRa-N-g-M -2aa@-e)y—) 








so erhält man auch: 
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w-A’+@-e) 
"y—-P+rala—a) 
ı,4- M'’+@-a) 


ut ee 





(6°.) 


Führt man diese Werthe von & und v in die Gleichung (1) der gegebe- 
nen Curve A ein, so gelangt man zu dem Schlusse, dass die Function 


27th 
y—-P+alz—e) 


von x und y eine von der Beschaffenheit des Functionszeichens f, so wie von 


den Constanten «a, und a abhängige Constante sei: d. h. dass die für die Direc- 


trix jeder Curve A gefundene vollständige Integralgleichung die Form 
1) 0-P+@- a) = able a)+by—ß) 


hat, wo 5 die so eben vorhin erwähnte Constante ist. Dieses Ergebniss giebt fol- 
gende Sätze: 


a) Die Directrix ist eine Kreislinie. 


b) Wenn a’ und A’ respective Abscisse und Ordinate des Mittelpuncts die- 


ses Kreises sind, so ist: 
a=arjab „ fF=Pßrib. 


Erwägt man noch die Bedeutung von 5, so ergiebt sich durch Ver- 
gleichung dieser Ergebnisse mit denen der Gleichungen (6°), dass der Mit- 
telpunct des besagten Kreises jedesmal in der Peripherie der unterlegten 


Curve A liegt. 


c) Wenn ferner g der Radius des Kreises ist, so findet sich 
alte) rl PR; 


woraus folgt, dass dieser Radius dem Abstande des Po/s von dem jedesmal 

in Anspruch genommenen Peripheriepuncte der unterlegten Curve A 
gleich ist, 

Aus den Sätzen (b und c) folgt, dass für die durch die vollständige Inte- 

gralgleichung (7) dargestellte Directrix nicht eine Linie, sondern eine unend- 

liche Anzahl von Kreislinien vorhanden sind, deren Mittelpuncte längs der 
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Peripherie der gegebenen Curve A zerstreut sind, und deren Radien, wie na- 
mentlich der Bestimmungs-Ausdruck für g* zeigt, dieselbe Veränderlichkeit anneh- 
men, wie die Abstände des festen Pols von denselben Peripheriepuncten sie er- 
fahren. 

Fasset man nun dieses System von Kreislinien, die sich sämmtlich in dem 
Pole begegnen und deren Mittelpuncte in der Peripherie der gegebenen Curve A 
liegen, zusammen ins Auge, so ist es leicht, die Einhüllungslinie aller dieser 
Kreise, die nun particuläre Integral-Auflösungen der vollständigen Integral-Glei- 
chung sind, als die eigentlich gesuchte Directrix zu erkennen. Es zeigt sich 
Dies unmittelbar, wenn die gegebene Curve A ein Kreis ist, dessen Mittelpunct 
mit dem Pole zusammenfällt; wo man dann leicht einen concentrischen Kreis von 
doppeltem Halbmesser als die verlangte Einhüllungslinie, oder als die eigentliche 
Directrix erkennt. 

Nicht so leicht ist die Einhüllungslinie unter complicirtern Daten unmit- 
telbar ersichtlich. Dann tritt aber die Hülfe der Analysıs hinzu, die in der Her- 


stellung der singulären Integral- Auflösung besteht, wozu wir folgenden Para- 
graph bestimmen. 


4, 


Setzt man den ersten Factor der Gleichung (4 in $. 2) gleich Null, so 
giebt die entstehende Gleichnng 


3) 0-9E-@-0%=0, 
verbunden mit der Gleichung (1) eben daselbst, durch Elimination von y, nach- 
dem man vorerst in diesen zwei Gleichungen & und v nach den Gleichungen in 
(6) ersetzt hat, die singuläre Integral- Auflösung, welche nach ($.1) die gegen- 
wärtig verlangte Einhüllungslinie ıst. 

Erwägt man weiter, dass die Gleichungen (6) aus denen in (2 und 3) 
eben daselbst genommen worden sind, dass aber die Gleichung (3) von y, unab- 
hängig ist; so stellt sich zur Erlangung der in Rede stehenden singulären Integral- 
Auflösung, die einfache Elimination von & und v aus den Gleichungen (1 und 3) 
in ($. 2), so wie aus der oben aufgestellten Gleichung (8) heraus; wo dann die 
resultirende, bloss & und y enthaltende Gleichung die Einhüllungslinie sämmt- 
licher in ($. 3) gefundenen Kreislinien sein wird. Diese der Elimination zu un- 


terwerfenden Gleichungen zusammengestellt, sind folgende: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 2. 15 











3. Raabe, über Curven. 


Ren 


er 


Sev)=0 ,„ GE BT en 


2a —a)E+2y- var, 


=0, 
9.) 


aus denen nun, wie gesagt, £ und v zu eliminiren sind. 

Die erste dieser Gleichungen repräsentirt die unterlegte Curve A; « und 
ß sind die Coordinaten des festen Po/s; und die Ergebnissgleichung der Elimi- 
nation ist die Einhüllungslinie sämmtlicher durch die Gleichung (7 in $. 3) 
vorgestellten Äreise, die den verschiedenen constanten Annahmen des Parameters 
a entsprechen. 

Da jeder dieser Kreise die im Problem gestellte Anforderung einer D:- 
reetrix erfüllt, und besagte Einhüllungslinie alle diese Directrixen umfasset oder 
sie umhüllt, so habe ich diese in meiner Eingangs ($. 2) citirten früheren Arbeit 
die „Linie der Directrixen” genannt, werde sie aber in der vorliegenden Arbeit 
einfacher die Directrixlinie, oder auch die Directrix nennen. 

Wendet man das hier erlangte Ergebniss auf den Fall an, wo die gege- 
bene Linie A ein Kregelschnitt ist, dessen Gleichung folgendermassen gestellt 


werden kann: 


+ VU-(p+ei?’—=0, 


wo also die Abscissen-Axe mit der grösscrn Haupt-Axe des Kegelschnitts zusam- 
menfällt und der Anfangspunct der Coordinaten in einem der Brennpuncte liegt, 
wo ferner » der sogenannte Parameter des Kegelschnitts ist und e das Excen- 
trieitätsverhältniss bedeutet: so gelangt man, falls der Pol mit dem Anfangs- 


puncte der Coordinaten zusammenfällt, zu folgender Gleichung der betreffenden 


Directrix: 
2pe\? 2p \? 
@--)+r7=(2) 


die einen Äreis ausdrückt, dessen Mittelpunct im zweiten Brennpuncte liegt und 


dessen Radıus der ganzen grossen Axe des Kegelschnitts gleich ist. 


d. 


Wir unterbrechen die eigentliche Untersuchung, und werden in diesem 
Paragraph nachweisen, dass die Ausgangs vorigen Paragraphs bezeichnete Eigen- 


schaft der Kegelschnitte als eine sie sämmtlich umfassende Begriffsbestimmung 
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(wie es bis jetzt für die Parabel gewöhnlich ist) beim elementaren Unterricht 
benutzt werden kann. 
„Eine Linie, deren sämmtliche Puncte eben so weit von einem festen Kreise 
„wie von einem festen Puncte abstehen, ist ein Kegelschnitt, oder durch 
„eine allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen den orthogonalen 
„Coordinaten & und y irgend eines ihrer Puncte darstellbar.” 

Wenn «a und £ die Coordinaten des festen Puncts, @ und d die Coordi- 
naten des Mittelpuncts des festen Kreises vom Radius r, und & und y die Coor- 
dinaten irgend eines Pcripheriepuncts der verlangten Linie sind, so ist, erstens, 
das Quadrat des Abstandes des festen Puncts von einem der gedachten Periphe- 
riepuncte durch den Ausdruck 


@—- a" +y—-P) 


gegeben. Ferner ist der andere im Begriffe enthaltene Abstand dem Radius des 
festen Kreises gleich, vermindert oder vermehrt um den Theil desselben Radius, 
der zwischen dem Mittelpunct dieses Kreises und dem vorhin erwähnten Peri- 
pheriepuncte der gesuchten Linie enthalten ist, so dass das Quadrat dieses Ab- 
standes durch 


FVe@—- a? +Yy— N) 


ausgedrückt wird. Diesennach ist die gesuchte Linie durch folgende Gleichung 
gegeben: . 
= Va —- a?’ + y—- N) =(—- a)’ +(y— PB); 


welche mit der Gleichung 


Ve -?+y- BP] Vie a? +] =, 


einerlei ıst. Schafft man durch successive Quadrirungen die zweiten Wurzeln 
weg, so erhält man zuletzt: 


Ax®+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F=0, 
wo 


A=(a—-—a”’— rt „ B=2(a—a)b—-Pf) , C=lb—P’—r,; 
D=—-(a—-o)(’— + — PP) +(a+o)r, 
E=-G-a@- + M+b+Hr, 

IF =(—- + — PR — 2’ HH Hr, 


ist, 


15* 
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Diese so eben gefundene Gleichung zweiten Grades zwischen den Coor- 
dinaten x und y ist wegen der fünf willkührlichen Grössen @,6,«,ß und r von 
der allgemeinsten Form; daher aus derselben auf die bekannte Weise sämmt- 
liche Kegelschnitte gefolgert werden können; was dann unsere Behauptung 


rechtfertigt. 


6. 
Die Auflösung des umgekehrten Problems der Directrix hat keine 
Schwierigkeit. Denn, gesetzt, die Directrixlinie sei durch die Gleichung 
p(z,y) =0 


gegeben, wo x und y die Coordinaten irgend eines ihrer Puncte sind; so suche 
man durch Differentiation dieser Gleichung den Differentialquotienten Yy, und 


führe ihn in die Gleichung (2, $. 2) ein. Dies giebt: 


ie Mc ( er ih 


n 


und wenn aus diesen zwei Gleichungen, wie aus (3), nämlich aus 
2 (2 — a) +r2(y—- Pr —P, 


die beiden Coordinaten & und y eliminirt werden, so ist das Ergebniss die Glei- 
chung der unterlegten Curve A, mit den Coordinaten £ und v. 

Erwägt man, dass die im Eingange unterlegte Gleichung y(xz,y)=0 
immer als das Eliminations-Ergebniss von &£ und v aus den Gleichungen (9, $. 4) 
anzusehen ist, so halten wir es, auch abgesehen von der sich ergebenden interes- 
santen Folgerung, schon an und für sich von Interesse, zu zeigen, wie mittels die- 
ser Gleichungen (9) (wobei jedoch von der Kenntniss der erstern abzusehen ist), 
also mit Unterlegung der Directrixgleichung (x, y) = 0, zur Kenntniss der un- 
terlegten Curve A zu gelangen sei; welches sich dann im folgenden Paragraph 


wieder mit Hülfe singulärer Integral-Auflösungen zeigen wird. 


7. 


Es sei, wie im vorigen Paragraph, die Directrix durch die Gleichung: 


(10.) p(x,y)= 
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gegeben. Dann ist diese Gleichung mit der zweiten und dritten der Gleichun- 
gen (9) zu combiniren und aus denselben die Natur der unterlegten Curve A, 
d. h. ihre endliche Gleichung zu suchen. 

Auch ohne die Kenntniss dieser endlichen Gleichung, d. h. auch ohne 
Kenntniss der Function f ihrer Gleichung f(£,v) = 0, kann man sich aber die- 
selbe gleichwohl nach £ und v differentiirt vorstellen, was 


df(&,v) | df(E,v) mie 
Br u Be Nr 





[2 dv “ - ” [3 * * 
giebt; wo v, = 72 ist. Vermöge dessen nimmt die zweite der Gleichungen 
> 


(9) folgende Form an: 
(11.) (—- Pu tre—a=V0. 


Neben dieser Gleichung, (deren geometrische Bedeutung erst in folgendem Pa- 
ragraph besprochen werden soll), haben wir noch die dritte Gleichung (9), nämlich: 


(12) 2(x — a)E+2(y— P)v = x” + y?— a? — ß? 


zur Erlangung unseres Zieles zu berücksichtigen. 

Zieht man aus diesen Gleichungen (11 und 12) z und y als Functionen von 
&£,v und v, und führt die Ergebnisse in (10) ein, so erhält man eine Differential- 
gleichung erster Ordnung, durch deren Integration sich erst zu der hier verlang- 
ten Linie gelangen lässt. WVegen der unbestimmt gelassenen Function g ist die 
Gleichung (10) zuerst einmal zu differentiiren, und dabei x und y, wie auch dx 
und dy, nach deu Gleichungen (11 und 12) zu ersetzen. 

Man differentiire zu diesem Ende zuerst die Gleichungen (11 und 12). 
Dies giebt, da 


d*v 
dv=v,ds „ dv =ud: ,„ wo v= 7A 


ist, unmittelbar folgende Ausdrücke: 


vdy+de=(P—y)vde , 
2(v— yJdy+2(—a)de=— 2 —- a+y— PAulde, 


welche vermöge der Gleichung (11) in folgende übergehen: 


de+udy=(ß—y)uds ,;„ (v—Eda+(v —y)dy =, 








118 3. Raabe, über Curven. 


und aus welchen weiter folgende sich ergeben: 


[v-7—-E-Dulde=(—-Y)w—y)de;, 
v——y—&—-a)uldy=—-(B—-yY)(Ee—w)dE. 


Differentiirt man nunmehr die Gleichung (10), und ersetzt d& und dy den eben 
aufgestellten Gleichungen gemäss, so erhält man: 


dy (2,y) (© En y) er dy(&,y) 


dx dy E—- a), =0. 


Den zweiten Factor %, = 0 gesetzt, giebt durch Integration ®, = a; wo 
a eine allgemeine Constante ist. Verbindet man dieses Ergebniss mit den Glei- 
chungen (10, 11, 12) durch Elimination von &,y und v,, so erhält man die 
vollständige Integralgleichung der gegenwärtig gesuchten Linie, die ohne Mühe 
als Gerade und deren geometrische Bedeutung aus dem Folgenden sehr bald er- 
kannt wird. 

Den ersten Factor gleich Null gesetzt, nämlich die Gleichung 


dy(z,y) , dp(z,y) 
0 0: 





giebt die sınguläre Integral-Auflösung, oder führt auf die Einhüllungscurve 
aller den verschiedenen constanten Werthen von a entsprechenden Graden der 
vollständigen Integralgleichung; daher ist diese Gerade in allen ihren Lagen, 
die den eben erwähnten Werthen von a entsprechen, die Tangente an die im 
vorliegenden inversen Probleme gesuchten Curve. 

Erwägt man, dass die eben gedachte singuläre Integral-Auflösung durch 
Verbindung der zuletzt aufgestellten Gleichung mit den drei Gleichungen (10, 
11, 12) mittels Elimination von ®,,& und y gefunden wird, berücksichtiget wei- 
ter, dass v, nur in der Gleichung (11) vorkommt, so dass nur noch x und y aus 
den Gleichungen (10, 12) und der hier unmittelbar vorher aufgestellten Glei- 
chung zu eliminiren ist; vergleicht man endlich diese zuletzt angeführten drei 
Gleichungen mit denen des vorigen Paragraphs, wo ihre völlige Identität unmit- 
telbar in die Augen fällt: so zeigt sich der Ausgangs ($. 6) ausgesprochene Satz 
als erwiesen ; nämlich, die Lösung des inversen von dem in ($. 2) gestellten Pro- 


bleme, als Folge der hiebei erhaltenen Ergebnisse erzielbar. 
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Wird das hier Gefundene zusammengenommen betrachtet, so hat man 
aus folgenden drei Gleichungen: 





| ai RE LE 
(13.) ylay)=0 ,„ Ww y) dx (Ex) dy =0, 


2(x— a) +r2y—- vr, 


x und y zu eliminiren. Die erste dieser Gleichungen stellt die Directrix vor, 
und das Eliminations- Ergebniss von x und y, welches eine Gleichung zwischen 
& und v sein wird, stellt die Linie vor, zu welcher die Gleichung p(x, y) = 0 
die Directrix ist. 


8. 


Die beiden bis jetzt betrachteten Linien, nemlich die Anfangs unterlegte 
Curve A und die ıhr zugehörige Directrix, welche letztere nach der obigen 
Feststellung auch die Linie D genannt werden kann, stehen zu einander nicht 
nur in der durch die Angabe des Problems in ($. 2) festgestellten gegenseitigen 
Beziehung, sondern noch in einer nicht minder interessanten Verbindung, welche 
sich erst gegenwärtig, nachdem die Gleichung (11) gefunden ist, nachweisen lässt, 
Wir haben die Coordinaten irgend eines Puncts der unterlegten Curve A 
durch & und v, und die Coordinaten eines Puncts der Linie D durch x und y 
bezeichnet. Demnach werden wir einen Punct der erstern Linie durch &,v und 
einen Punct der letztern durch x,y ausdrücken. Dergleichen zwei Puncte wer- 
den wir entsprechende nennen, wenn die grade Linie welche sie verbindet, zur 
Linie D in der Beziehung einer Normale steht, und wenn überdies der gegen- 
seitige Abstand der zwei Puncte dem Abstande des Po/s, oder des Puncts «a, ß, 
vom Puncte £,v der unterlegten Curve A gleich ist. 
Dieses vorausgesetzt, findet noch folgende, oben angedeutete Bezie- 
hung Statt: 
IVenn der Pol mit dem Puncte x,y der Directrix durch eine 
Gerade verbunden, und durch den entsprechenden Punct €, v der Curve 
A an dieselbe eine Tangente gezogen wird: so schneiden sich diese zwei 
Geraden jedesmal unter einem rechten /V inkel. 


Um Dies zu zeigen, lege man durch den Punct &,v an die Curve A eine 


Tangente. Dann ist 


vv (-Hv 
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. dv . . . . 
die Gleichung derselben. v, ist = z; und £', v‘ sind die Coordinaten eines be- 
> 


liebigen Puncts der tangirenden Geraden. Zieht man ferner durch den entspre- 
chenden Punct &,y der Linie D einen Perpendikel auf die eben gedachte Tan- 
gente, so ist deren Gleichung: 


1 
ya! 


oder auch 
Y—yurX—ı=0; 





wo v, die obige Bedeutung hat, und x‘, y’ die Coordinaten jedes Puncts dieses 
Perpendikels auf die vorige Tangente sind. 


Da nun einer der Puncte dieses Perpendikels der Pol ist, von welchem 
in der ganzen gegenwärtigen Untersuchung stets die Rede war, indem die Glei- 
chung des Perpendikels bei der Annahme &° = «a und y’ = ß, welche die Coor- 
dinaten des Pols sind, vermöge der Gleichung (11) identisch erfüllt wird; und 
da durch zwei Puncte nur eine Gerade gelegt werden kann: so steht die Gerade, 
welche den Pol mit einem Puncte x,y der Directrix verbindet, auf der durch 
den betreffender Punct $&,v an die Curve A gelegten Tangente senkrecht, 


W. A Ze W. 


9. 


Ehe wir zur ferneren Untersuchung übergehen, wollen wir das für eine 
unterlegte Curve A und die ihr zugehörige Directrix bis jetzt Gefundene zusam- 
menstellen und auch noch die hiebei sich ergebenden Nebenfolgerungen an- 
zeigen. 


Wenn die unterlegte Curve A durch die Gleichung: 
(A) fe)=0, 
und die ihr zugehörige Directrixlinie durch die Gleichung 
(D.) y(a,y)=0 


gegeben ist, und wenn «,ß die Coordinaten des Pols siud, wo sämmtliche Coor- 
dinaten auf ein gemeinsames rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden: 


so enisprechen die Gleichungen dieser Linien folgenden Relationen: 
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yv-Mutrr—a=0 . 
(B.) Pr Be ee 
—- VE + y-Pera3@tf— ’—P); 


N d i 
wv= jr aus der Gleichung (A), und y, = = aus der Gleichung (D) zu neh- 


men sind. 
Diese Relationen, welche die Linie A als Folge der Linie D, und umge- 


kehrt, herausstellen, drücken geometrisch folgende Eigenthümlichkeiten und ge- 
genseitige Beziehungen dieser Linien aus. 

1) Zieht man vom Pole, oder vom Puncte a,f, nach irgend einem Puncte 
&,v der Linie A eine Gerade, und dann von diesem Puncte eine Normale 
nach der Linie D, die von derselben im Puncte &,y getroffen wird, so 
sind die zwei Verbindungslinien jedesmal einander gleich, 

2) Die gerade Linie, welche die Puncte a, ß und x,y verbindet, steht auf 
der durch den entsprechenden Punct &,v der Curve A an diese gelegten 
Tangente jedesmal senkrecht. 

Hieraus folgt: 
a) Die in (2) gedachte Verbindungslinie wird von der daselbst erwähnten 
Tangente halbırt. 
b) Dieselbe Tangente schliesst mit den beiden in (1) erwähnten gleich 
grossen Geraden gleich grosse Winkel ein. 

W endet man den letztern Satz auf den Fall an, in welchem die Curve A 
ein Kegelschnitt ist, in dessen einem Brennpuncte der Pol sich befindet; so ge- 
langt man, indern man die für diesen Fall in ($.4) gefundene Directrix beachtet, 
welche eine Kreislinie ıst, deren Centrum im zweiten Brennpuncte liegt und de- 
ren Radius der ganzen grossen Axe des Kegelschnitts gleich ist, zu derjenigen be- 
kannten Eigenschaft der Kegelschnitte, durch welche die Brennpuncte von den 
Physikern ihre Benennung erhalten haben. 


10. 


Die im vorigen Paragraph in (2) ausgedrückte Beziehung zwischen irgend 
einer unterlegten Curve A, ihrer Directrix D und dem betreffenden Pole P, 
giebt ein einfaches Verfahren an die Hand, um die betreffende Fusspunctenlinie 
zur Curve A mit Hülfe ihrer Directrix zu construren;, desgleichen um ihre 
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Gleichung aus der der Directrix zu finden. Wenn man nämlich an die Curve 
A sämmtliche Tangenten, und dann von einem festen Puncte, ebenfalls Pol ge- 
nannt, Perpendikel auf diese Tangenten zieht: so heisst, wie schon oben festge- 
stellt ist, die Linie in welcher sämmtliche Fusspuncte dieser Perpendikel (die 
Schnittpuncte je einer Tangente mit dem ihr zugehörigen Perpendikel) zu liegen 
kommen, die Fusspunetenlinie zur Curve A. Nach dieser Erklärung kann man, 
wenn der Pol der nemliche wie bei der Directrix ist, sofort mit Hülfe der Direc- 
trıx die Fusspunctenlinie construiren. Man ziehe nemiich vom Pole aus belie- 
bige Strahlen oder Radien nach der Directrixlinie, so bilden die Halbirungs- 
puncte dieser Radien die Fusspunctenlinie zur Curve A. 

Bezeichnet man ferner die Coordinaten irgend eines Puncts dieser Fuss- 
punctenlinie, die wır auch der Kürze wegen Linie F nennen werden, durch 
x’ und y‘; so erhält man, wenn der betreffende Punct in der Directrix die Coor- 
dinaten x und y hat, die Gleichungen 


- 


(14.) "=iato) ,„ y=ıy+ß); 


woraus auch 
(15.) = 20 —a ,„ y=2y'—ß 


folgt. Demnach ergiebt sich, wenn, wie im vorigen Paragraph, die Gleichung 
der Directrix durch g(=,y) = 0 dargestellt wird, folgende Gleichung: 


(16,) p2x—a,2y—-B)=0, 


als Repräsentant der Fusspunctenlinie, und in welcher das Functionszeichen p 
die gleiche Bedeutung wie bei der Directrix hat. 





So z. B. wurde Ausgangs ($. 4) für den allgemeinen Kegelschnitt mit 
der Gleichung: 


2+- UV pre?—=0, 


(wo der Anfangspunct der Coordinaten in einem Brennpuncte angenommen ist) 
für die Directrixdinie die Gleichung 


(- a) +1 = (io) 


gefunden, wenn der Pol, in demselben Brennpuncte angenommen, der Anfangs- 
punct der Coordinaten ist, d.h. wenn man «= = setzt. Diesemnach geht 
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die Gleichung (16), oder der Repräsentant der Fusspunetenlinie des Kegel- 
schnitts mit demselben Pole, ın 


(1) +, = (15) 


über; welche Gleichung abermals einen Kreis ausdrückt, dessen Mittelpunct mit 
dem des Kegelschnitts zusammenfällt und dessen Radius der halben grossen 
Axe desselben gleich ist. 

Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so stelle man die letztere Gleichung 
folgendermassen auf: 


(1-e)(x"+y”)—2pex=p?. 


Da nun bei der Parabel das Excentricitätsverhältniss e = 1 ist, so ergiebt sich 
für die Gleichung der Fusspunctenlinie: 


BE 1 
a 


d. h. die tangirende Gerade am Scheitel der Parabel ist die Fusspunctenlinie, 
wenn der Pol im Brennpuncte der Parabel liegt. 


11, 


Nach dem vorigen Paragraph lässt sich, wenn zu einer gegebenen Curve 
A die Gleichung der Direcetrix gegeben ist, aus dieser sofort die Gleichung der 
betreffenden Fusspunctenlinie finden, insofern der Pol unverändert bleibt. Er- 
wägt man nun. die Art wie der Uebergang bewirkt wird, namentlich die Glei- 
chungen (15), so lässt sich aus den in ($.9) aufgestellten Gleichungen ein System 
neuer Gleichungen ableiten, die aus der vorgelegten Curve A direct zur Fuss- 
punctenlinie und umgekehrt führen. 

Die unterlegte Curve A habe, wie überall angenommen ward, die Glei- 
chung 


(A.) fe )=®. 
Setzt man die Gleichung der Fusspunctenlinie dieser Curve von folgender Form: 
(F.) p‘ (', y‘) =, 


wo x’ und y’ die Coordinaten irgend eines Puncts der Fusspunctenlinie sind 


16* 
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und ‘ ein der Natur der Linie entsprechendes Functionszeichen ist: so genügen 
diese zwei Gleichungen, beachtend die Gleichungen (B) und die Gleichungen in 


(15), folgenden Relationen: 


(y'— Av + —a=0 . 
(C.) 2y—v— P)yıt2°—:-a=0, 


(ER a) Hr) yV—- AM) =0; 


dv dy 
wov, = TE aus der Gleichung(A), und y‘, = = aus der Gleichung (F) zu neh- 


men ist. Die Grössen « und £ sind, eben wie in den Gleichungen (B), die Coor- 
dinaten des Pols. 

Ueber die geometrische Bedeutung dieser Relationen (C) bemerken wir, 
dass die erste und dritte nur die Natur des Verhaltens der Fusspunctenlinie zur 
unterlegten Curve A aussagen. In der That drückt die Relation 


y-ız (a’— ev, 


aus, dass eine nach der unterlegten Curve A im Puncte &,v gezogene Tangente 
auch die Fusspunctenlinie im Puncte x‘, y‘ trifft. Ferner zeigt die Relation 


y'— Pro —a=t, 


dass die Gerade, welche den Po/ mit dem vorhin erwähnten Puncte x‘, y‘ ver- 
bindet, auf der eben daselbst erwähnten Tangente senkrecht steht. Da nun 
diese letztere Relation mit der erstern in (C) einerlei ist, und das Eliminations- 


Ergebniss von v, aus den beiden eben aufgestellten Relationen genau die dritte 





der Gleichungen in (C) giebt, so ist die Behauptung, betreffend die geometrische 
Bedeutung der ersten und dritten der Gleichungen in (C), gerechtfertiget, und es 
kommt nur noch auf die geometrische Erklärung der zweiten Gleichung (C) an. 
Sie ergiebt sich wie folgt. 


Stellt man die besagte dritte Gleichung folgendermaassen auf: 


Yill@+H-A)yı ra ßta)=0, 


und setzt die Gleichungen 


(17.) E—=1!(&+ 0) ‚ v=3:(w+rP), 


- 


so nımmt die zweite Gleichung in (C) folgende Form an: 
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y— v)yı + x— & _— 0 : 


aus welcher unmittelbar folgt, dass die nach der Fusspunctenlinie im Puncte x, y 
gezogene Normale auch noch durch einen Punct geht, dessen Abscisse gleich &' 
und dessen Ordinate gleich v’ ıst. Nach den Bestimmungsgleichuugen (17) die- 
ser Coordinaten stellt &, v‘ den Mittelpunct der vom Pole nach dem Puncte &,v 
der Curve A gezogenen Geraden vor. Daher ergiebt sich folgende beachtens- 
werthe Beziehung zwischen der unterlegten Curve A und den ihr zugehörigen 
Fusspunctenlinien. 
Wenn von dem Pole nach dem Puncte &,v der Curve A eine gerade 
Linie, und durch den entsprechenden Punct «',y' der Fusspuncten- 
linie eine Normale auf dieselbe gezogen wird, so halbirt dieselbe jene 
verbindende Gerade. Und umgekehrt: der Halbirungspunct besagter 
verbindenden Geraden, mit dem entsprechenden Puncte x‘, y‘ vereinigt, 
bildet eine Gerade, die für den gleichen Punct eine Normale auf die 
Fusspunctenlinie ıst. 
Die beiden Puncte &,v und x‘, y‘ werden entsprechend genannt, wenn 
durch erstern die Tangente an die Curve A gelegt ist, welche die von dem auf 
dieselbe vom Pole aus gezogenen Perpendikel in letzterem Puncte, d. h. in «*, y‘ 


getroffen wird. 


12, 


Fasset man nach dem Vorausgeschickten die einer unterlegten Curve 4, 
und die einem Pole entsprechende Direetrix, so wie die Fusspunctenlinien, 
zusammen ins Auge, so ergiebt sich, dass diese Linien, ausser den Eigenthüm- 
lichkeiten, welche schon durch die Eingangs dieser Abhandlung festgestellten Er- 
klärungen ausgedrückt worden, noch folgende andere, durch die vorigen Unter- 
suchungen gefundene gegenseitige Beziehungen haben. Nemlich 

a) Zieht man von dem Pole «a, nach einem Peripheriepuncte x‘, y’ der 


Fusspunctenlinie eine Gerade; so erhält man, wenn man dieselbe in glei- 


cher Richtung und Grösse verlängert, einen Peripheriepunct &,y der 
Direetrixlinie. Und umgekehrt: verbindet man den Pol a,ß mit dem 
Puncte x,y der Directrixlinie; so erhält man, wenn man die verbindende 
Gerade halbirt, den entsprechenden Punct x, y‘ der Fusspunetenflinie. 
b) Zieht man durch den Halbirungspunct x‘, y‘ der die Puncte «, 3 und x,y 
verbindenden Geraden auf diese Gerade einen Perpendikel, so trifft der- 
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selbe, verlängert, die unterlegte Curve A im Puncte &,v; und zwar in der 
Stellung einer Tangente. 

c) Wird der Berührungspunct &,v mit dem in (a) gedachten Puncte x,y 
der Directrix, durch eine Gerade verbunden, so hat diese Gerade die 
Stellung einer Normale zur Directrix an dem gleichen Puncte x,Y. 

d) Verbindet man den Po/ «,ß mit dem in (b) erwähnten Berührungspunct 
&,v der unterlegten Curve A durch eine Gerade, halbirt dieselbe und be- 
zeichnet den Halbirungspunct durch &, v, wo & und v‘ durch die Glei- 
chungen (17) gegeben sind, so steht die den Punct &, v‘ mit dem Puncte 
x‘, y‘ der Fusspunctenlinie verbindende Gerade in der Beziehung einer 

Normale zu eben dieser Fusspunctenlinie. 

Stellt man sich nun den Pol, oder den Punct a, ß, als einen der so eben 
gedachten übrigen vier Puncte &,v,a,Y ; a, y' „&',v' verzeichnet vor, so sind 
die drei übrigen, den obigen Beziehungen zufolge, von selbst gegeben. Daher 
können die vier Puncte als zusammengehörige oder einander entsprechende an- 
gesehen und auch so benannt werden. 

Diese so verzeichneten fünf Puncte (von welchen die drei «,5,x°, y’, x,y 

in einer Geraden liegen, eben wie die drei «,ß , &',v’ ,„&,v) bilden, wenn man 

noch die Puncte x“, y’ und &%, v‘ durch eine Gerade (die Normale auf die Fuss- 
punctenlinie), und die Puncte &,y und &,v ebenfalls durch eine Gerade (die 

Normale auf die Direetrix) verbindet, zwei ähnliche Dreiecke; woraus nun wei- 

ter Nachstehendes folgt: 

e) Die Normalen auf die Fusspunctenlinie und auf die Directrix, welche 
durch die einander entsprechenden Puncte =, y’ und &,y dieser Curven 
oehen, sind mit einander parallel. Mithin sind auch die betreffenden Tan- 


oO 
genten, die durch die gleichen Puncte an die respectiven Linien gezogen 
werden, mit einander parallel. 

f) Da der Punct £,v zum Pole a, und zu dem Puncte x‘, y‘ der Fuss- 
punctnnlinie F dieselbe Stellung einnimmt, wie der Punct £,v zu dem- 
selben Po/e und dem Puncte x,y der Directrixlinie D: so gehört der 
zuerst genannte Punct £&°, v‘ einer Curve A‘ an, welche der unterlegten 
Curve A analog ist und zu welcher die bisher besprochene Fusspuncten- 
linie F in der Beziehung einer Directrixlinie steht. 

Die Gleichung dieser neu eingeführten Curve A’, findet sich aus der Glei- 
chung der Curve A, wenn man in der letzten & und v’ statt & und v, den Glei- 


chungen (17) gemäss, nemlich: 
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(18.) s=2#'—ua „ v=2V”—Pß 
setzt. Die Gleichung dieser Curve 4° ist also 


(19.) fer —a,2v -)=0; 


wo nun die Directrix dieser Curve (für denselben Pol a, 3) die Fusspuneten- 


/inie der Curve A ist und zufolge (16) folgende Gleichung hat: 


(20.) gp2x—a,2y'— P)=0. 


13. 


Diese Untersuchungen führen uns für einen festgestellten Pol und eine 
unterlegte Curve A auf zwei Systeme von Curven, deren jedes ein eigenes Bil- 
dungsgesetz hat, und bei welchem die Curven des einen Systems zu denen des 
andern in den abwechselnden Beziehungen von Directrix- und Fusspuneten- 
linien stehen; wie solches hier übersichtlich noch einmal zusammengefasst wer- 
den soll. 

I. Für ein beliebig angenommenes orthogonales Coordinatensystem werde 
ein Punct Po/ genannt, der durch die Coordinaten « und £, beziehungsweise Ab- 
scisse und Ordinate, bestimmt ist. Eben so sei in diesem Coordinatensystem eine 


Curve A durch die Gleichung: 
(A.) fe )=V 


gegeben, wo & und v beziehungsweise Abscisse und Ordinate irgend eines Puncts 
derselben sind, und f ein gegebenes, die Natur der Curve ausdrückendes Func- 


tıionszeichen ist. 
Diese Curve bilde nun das Anfangsglied eines der oben gedachten zwei 
Systeme, und die Curve der übrigen Glieder dieses Systems werde beziehlich 


durch die Gleichungen 
fe)=0 ,„ feE)=0 , f"E)=0 ,„ (Ev) =0 


vorgestellt. Dann haben die Functionen, welche die Beschaffenheit dieser Linien 
andenten, zufolge der Gleichung (19), folgendes gegenseitiges Bildungsgesetz : 


PERW)=f?RE-a,2v—P). 
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Wird hier für k ein Strich gesetzt, so giebt diese allgemeine Gleichung: 

FEW) =fQRE—a.2v—P); 
und wenn für k zwei Striche gesetzt werden: 

FEW) =fR:-a,2v—P). 
Da nun, nach der vorhergehenden Gleichung, 

R2:3—a,2v—P)=fl4E—3a,4v—3ß) 

ist, so erhält man: 

(Er) = fl4E—-3a,40—3P). 
Allgemein ergiebt sich auf diese Weise: 

FOR) EN RE- (A -Da, ir (d-Dp]; 
wo die Gleichung 
Ar) FRE &—- Da, @-DA}=0 


das kte Glied in dem einen Systeme von Curven ausmacht, dessen Anfangsglied 
die Curve A ist, welche hier beständig als die unterlegte Curve A auftrat, und 
deren Gleichung die in (A) ist. 

Die Curven welche diese Gleichung, bei den successiven Annahmen 
kul.,k=2,i=3, vorstellt, nennen wir, in derselben Ordnung, 4‘, 
FE ER und die Gesammtheit aller dieser Curven das aus der unterlegten 
Curve A successive gebildete Curvensystem. 

Il. Wenn zur Curve A, nach (Nr. 4, Gl. 9), die betreffende Directrix 
hergestellt und (wie bis jetzt immer, deren Gleichung auf dasselbe Coordinaten- 


system bezogen) durch 


(D.) plz, y) — () 


vorgestellt wird, wo x und Y die Coordinaten irgend eines Puncts derselben sind 


und das Functionszeichen 9 die Art der gegenseitigen Verbindung dieser Coordi- 
naten andeutet, so stellt sie das Anfangsglied des zweiten Systems von Cur- 


ven VOr. 


Bildet man, nach ($. 10, Gl. 16), aus der Gleiehung (D) folgende: 
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g2a—a,2y— P)=0, 


wo das Functionszeichen p dasselbe wie unmittelbar vorhin ist, so stellt die 
dieser Gleichung entsprechende Linie, nach der eben citirten No, die Fuss- 
punctenlinie zur unterlegten Curve A in (D) vor. Dann stellt auch dieselbe 
Gleichung, nach dem Satze (f, $. 12), die Directrix zur Curve A’ dar, die nach 
dem Obigen aus der Gleichung (A®) hervorgeht, wenn k = 1 gesetzt wird. 

Leitet man aus der zuletzt aufgestellten Gleichung eine neue auf gleiche 
Weise ab, wie sie aus (D) abgeleitet wurde, so erhält man: 


y(4x—3a,4y—3P)=0; 


und diese Gleichung stellt, erstens, die Fusspunctenlinie zur Curve A’ und, 
zweitens, die Directrislinie zur Curve A“ dar. 

Leitet man aus dieser auf dieselbe Weise eine neue Gleichung ab, und 
fährt so ins Unbestimmte fort, so gelangt man zu einer Gleichung von folgender 
allgemeinen Form: 


(DP) gr —- Da, y— (—-1)%]=0; 


und diese Gleichung stellt sowohl die Fusspunctenlinie zur Curve A*”, als die 
Directrixlinie zur Curve A® vor. 

Setzt man für k nach und nach 1, 2,3,..... so erhält man das System 
von Linien, welche nach der Reihe die Directrixen zu den Curven 4‘, 4", 4"... 
sind, und in gleicher Ordnung auch die Fusspunetenlinien zu den Curven A‘, 
A", A"... Diese aus (D®) entspringenden Gleichungen stellen das zweite Sy- 
stem von Curven dar, deren Eingangs dieses Paragraphs gedacht wurde, und bei 


welchen das Anfangsglied die durch die Gleichung (D) vorgestellte Directrix zur 
Curve A ıst. 


Zürich, im Februar 1852. 
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4. 


Werthung der Factorielle 


m\ _ m(m — 1)(m — 2)(m — 3)..... (m — k+1) 
BIT ET IE RE h a 


beim unendlichen Zunehmen der reellen, ganzen 
und positiven Zahl k, wenn m irgend eine reelle 
oder imaginäre Zahl ist. 


(Von dem Herrn Dr. Raabe, Professor der Math. an der Universität zu Zürich.) 





1. 


De einfachste Fall, wenn nemlich die Zahlengrösse zn reell und positiv 
ist, hat gar keine Schwierigkeiten, so lange zn noch eine ganze Zahl ist. Daher 
fangen wir mit dem etwas complicirteren Falle an, wenn die reelle und positive 
Zahl m nicht eine ganze Zahl ist. 

Ist n die ganze Zahl, zunächst an m, und kleiner als m, d. h. setzt man 


m=n-+ a, wo a innerhalb 0 und 1 liegt und reell und positiv ist, so kann die 


° m .. 
Factorielle (;) auch folgendermassen ausgedrückt werden: 
ı 


r _ m(m — I)(m — 2)..... (m —n) ‚(m — n—)(m—n— in (m — k + l) 


k BE. 1) n Ga ae Ei nsposerisesh k ? 


oder, mit Beachtung des Zusammenhanges zwischen m, n und a, auch folgen- 


dermaassen . 


# ai om e(@ + Ve +2)... (e+n).(l- e)(2 — a)(3— «) ee (k—n—1- e«) 
Eh u a Tan en a RE ee Rn 


oder endlich auch, wenn man 


setzt, wie folgt: 
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(7) = ai kon nn af (en). P@+-DP+ 2%) BEN (A+k—-n—?2) 
) cd a a re ra: : k 


Einer bekannten Eigenschaft der Function Gamma gemäss, ist 
(a) I(r+a)=ala +1)(a+2)....(a-+-r—l)T(o), 


wo r eine ganze, reelle und positive Zahl ist und « irgend eine Zahlengrösse be- 
deutet. Ferner ist: 


(b.) TU) =]1, und "(r+1)=1.2.3.4.....ı 


wo r die eben erwähnte Bedeutung hat. Dieses vorausgesetzt, hat man auch fol- 


gende Bestimmungsgleichung für (}) : 








(7) — (1, IKe+n+DTFö—n—1-+h) 
r) 7 TOTDIA+D) 


die, wenn man den Zusammenhang zwischen « und £, so wie den zwischen m, rn 


und « beachtet, auch wie folgt ausgedrückt werden kann: 





e 1171 + m) I (k— m) 
)= ar (oe) "T&k+1) 1) * 


Dieselbe Function Gamma giebt ferner für jedes reelle & zwischen 


0 und 1 folgende Gleichheit: 


st 
I = sinar! 


(c.) T(o)T(l— a 
daher hat man auch: 
sin@st ‚Ik— m) 


(1.) („)= = (— DH rT(l+m).- zn Ik+l)’ 


wo n--a=m gesetzt ist, 
e .. . m . . 
Aus diesem Ausdruck (1) lässt sich der Werth von () beim unendli- 
chen Zunehmen von k entnehmen, wenn m irgend eine endliche, reelle und po- 


sitive Zahlengrösse ist. Aus den Schriften von Laplace, so wie auch aus einer 


Abhandlung im 28. Bande dieses Journals, sind folgende Grenzgleichungen (wo 


das Grenzzeichen Lim. auf das unendliche Zunehmen von k Bezug hat) bekannt: 
17* 








132 4. Raabe, zur Theorie der Factoriellen. 


(Lim. 7(k +1) = k'Y(@kr).e*, 


d.) 
Lim. 7(k— m) = (kk — m — D1Y[2 (k— m— 1)r).e**”*; 


daher erhält man: 


. T(k—m)  _a-5) 3 
Lim. =; x == e”" Im. : == Lim, 2 = 
Ik+)) ker (] Pr = m+3 k 





Mit Hülfe dieses Ergebnisses folgt aus der obigen Gleichung (1) die 


Grenzbestimmung 


(I.) Lim. (}) =, 


die für alle reelle und positive WVerthe von m silt. 


2. 


Wenn m noch reell, aber negatie ist, ergiebt sich die Grenzbestimmung 
der obigen Factorielle wie folgt. 


Es ıst nemlich: 








m m—m—1)—m—2)— m—3)...—m—k+]) 
€ k )1=7 ı BO rate Wire k > 


oder auch: 


m je. er In nme. a .(m+k—]), 
(,)=c1 Wr ee EEE 


welches Resultat, mit Beachtung der Hülfssätze (a und b), in folgendes übergeht: 


r — m (nr T(k + m), 
(2.) G — T(m) Ik+)) ’ 


wo m jede reelle positive Zahl sein kann, und %k eine beliebige ganze und positive 
Zahl ist. 


Lässt man nun A beständig wachsen, so hat man, mit Zuziehung der 


Hülfsgleichungen (d): 





Lim. (7) = #5 (14) (AH) en, 
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oder auch 





Lim. (”, = 


Also ergeben sich, je nachdem m grösser, gleich, oder kleiner ist, als die reelle 


j Lim. Ti 


positive Einheit, folgende drei Grenzbestimmungen : 
Lim. 7 = „ (mol, 
(11.) Lim. 677 mel, s: (mm 1). 


Lim. Wi = 


(m <])- 


\ 


3. 


Interessanter ist die Untersuchung der Fälle, wenn m eine complexe 
Zahl von der Form p-+ gr ist, in welcher 7 die imaginäre Einheit Y— 1 bedeu- 
tet, p und g aber reelle Zahlengrössen sind, d. h. wo 





(7) = (7) = Prüp—1 +gp—2rgi a p—k+l+gi) 
k I 2 > re EEE k 


1st. 

Zunächst ziehen wir den Fall in Betracht, wenn die reelle Zahl p, den 
Nullwerth mitbegriffen, nur positive Werthe hat. Unter dieser Annahme setze 
man p=n-+a, wo. jeden positiven reellen Zahlenwerth —1, Null mitbe- 
griffen, und 2 eine ganze, positive Zahl bedeutet, die auch Null sein kann. Dann 
hat man: 


ei _ a+re+ gg) n—I+erg).. (erg) (eA+g)(e—2+g).. (eHn—kH1+g) 
27 Das 1 ; Be Ban EEEEEETTER IR, 


oder auch: 


) 11-1 ‚ 
N ar gar + arg 


xB—g)B +1 gu)... (B+k—n—2—gi), 


wo, in dem analogen Falle in ($. 1), «+ß=]1 gesetzt ist. Nimmt man noch 
die Hülfsgleichung (a) hinzu, so erhält man auch: 
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(? + ") _ DH Tp+l1 Hm Tk-p-g). 
k — Tk+]) IK + I(P— gi) $ 


wo, wie schon erwähnt, 
(3.) nta=p und a+rß=]1 


gesetzt st, 


Zur weiteren Reduction des letztern Ergebnisses nehme ich noch fol- 
gende Gleichung zu Hülfe: 


I(a+b a ER 
(e.) ach 2 —w 4 rt de, 
0 


wo a und d reelle Zahlenwerthe sind, und wo überdies « oder a eine angebbare 


positive Zahl, c aber irgend eine positive und angebbare reelle Zahl ist. 


Diese Gleichung zu Grunde gelegt, erhält man, wenn e =1 gesetzt wird: 


2 . n . 
S aptdi et dr S " kr-1-0i 8 de 
0 0 


3% BER»)... 20000 
x) 


. I (k + 1) Sarrmierge. Sf a-ie-tde ‚ 
0 


wo nothwendig k > p ist. 

Um die Producte der hier vorkommenden bestimmten Integrale auf ihre 
einfachsten Formen zu bringen, nehme ich einen im ersten Bande der „Mitthei- 
lungen der Naturforschenden Gesellschaft zu Zürich ” in Nr. 16. daselbst mitge- 


iheilten Satz zu Hülfe, der durch folgende Gleichung ausgedrückt wird: 
N) Soda fg add = SITAFRN+IENFWededy, 


wo (x) und y‘(x) beliebige Functionen von x sind, die innerhalb der Integra- 
tionsgrenzen O und a der allerersten Anforderung bestimmter Integrale entspre- 
chen, nämlich, dass z.B. p(x)dx für jeden Werth von =0 bis = a be- 
ständig unendlich klein wird, wenn dx den Uebergang des einen Werths von & 
zu seinem nächstfolgenden ausdrückt. 

Mit Hülfe dieser Gleichung gelangt man, die Gleichung (e), so wie die An- 


nahme «+ = 1 beachtend, auf folgendes Endresultat: 


Pe ame 

. r (1 +1 yr 

(4.) ptgqi = (— Rau 0 a 
y l: Sun . 1 yet nl yır 


J FTD, 


0 


dy 
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Diese, schon an sich bemerkenswerthe Gleichung, in welcher rn und 


pP, so wie « und ?, durch die Gleichungen (3.) zusammenhangen, und wo 


k>p ist, führt sehr leicht zu der Grenzbestimmung der Factorielle er, 
(# 


wenn / ohne Ende zunimmt. Während nemlich das im Nenner vorkommende 
bestimmte Integral nur einen endlichen Werth haben kann, sieht man, dass der 
Werth des bestimmten Integrals im Zähler, wegen des in demselben vorkommen- 
den Nenners (1-+9)*"', beim unendlichen Zunehmen von k, ohne Ende der 


Null sich nähert; folglich erhält man die Grenzbestimmung 
(111.) Lim. er, ") =0; 


wo das Grenzzeichen auf das unendliche Zunehmen von % sich bezieht, und wo 
q eine beliebige reelle Zahl, p aber nur eine reelle positive Zahl ist, Null mit- 


begriffen. 


4. 


Wir gehen endlich zur letzten, noch möglichen Annahme über, nemlich, 
dass in dem vorigen Paragraph die Zahlengrösse p reell und negativ ıst. Für 
diese Annahme ergiebt sich unmittelbar: 

m —_ p+gi P- dp +1 — gülpP+2— gqi)....: (p+k—1-— gi 
k k ty \ 


ir ’ 


. 2 . Be hiönipehasense. k 


was, mit Zuziehung der Function Gamma, wie leicht zu sehen, mit 


3 = BT, I(k+p 1 
k Ik+-DIp- gi) 
identisch ist. 

Ist nun « irgend eine angebbare positive und reelle Zahl, und multiplicirt 
man Zähler und Nenner des letzten Bruches mit I (a + gi), ersetzt dann die- 
sen Ausdruck sowohl, wie die Functionen !(k+p—gi) ,„ I(p— gi), mittels 


der Hülfsgleichung (e), in derselben ce = 1 angenommen, so erhält man: 


” kpl SL ma Hgie-t 
et ee > 
k Ik+l) JS w--Wgrdz ST artnierde 
0 0 


Hieraus ergiebt sich, mit Zuziehung des Hülfssatzes in (f.), der Ausdruck 
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en 
ne Ay 


I (k+ l) I<(p Eu ui c) #: 1 y—. RE w yo er 
(im y)pre 99 





ee iM Tote 


und daraus endlich, mit Zuziehung des Hülfssatzes in (a), die Gleichung 


1. ya 
—dy 


+ gi Ber +0) ni (1 + y)ktr+a 
5) " zu 


f yr7 u 


 (I+ypre 





Diese Gleichung, welche einen bemerkenswerthen Zusammenhaug zwi- 


schen zwei bestimmten Integralen darstellt, bietet auch die Mittel dar, den Grenz- 


u qı ° a . 
werth von ( N ) beim unendlichen Zunehmen von k zu beurtheilen, wenn 
Li 


p um eine unendliche Grösse kleiner als die Einheit ist. Bei dieser Beschaffen- 
heit von A nähert sich nämlich das bestimmte Integral ım Zähler des Bruchs 


ohne Ende der Null, während das bestimmte Integral im Nenner desselben Bruchs 


: —({p+a 
einen endlichen VVerth hat. Ferner hat der Factor ( 4 ) desselben Bruchs, 


nach den Zusammenstellungen in (I.), den Werth #1, oder 0, je nachdem 


pta=loder <1 ist: folglich ist, wie behauptet wurde: 


(IV.) Lim. CN) =0 , W<D. 


Ist aber p =1, oder 1, so ist nach (11.) der Werth der Factorielle (et ” 
E* p+rqi 


gleich= &. Es nimmt in Folge Dessen der Werth von ) die unbestimmte 


Form ©.0 an, welche durch das bis jetzt bekannte Se nicht so leicht zu 


heben sein dürfte, und worauf ich auch gegenwärlig verzichte. 


Zürich, Ende October 1853. 
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). 


Ueber Producte und Potenzen bestimmter 
einfacher Integral- Ausdrücke, durch mehrfache 
dargestellt. 


(Von Herrn Dr. Raabe, Prof, an der Universität zu Zürich. ) 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft in Zürich.) 


* * » ‚b 
Jedes bestimmte einfache Integral / p(x)da kann folgendermaassen aus- 
[73 


gedrückt werden: 
rn mi 
£ p(x)dx = . = > pla +puo); 


wo w unendlich klein werdend, b= a-+nw ist und das Summenzeichen sich 
nur auf die ganzen und positiven Werthe von p, die Grenzwerthe mit einbegrif- 
fen, bezieht. Die Function p(x) muss jedoch von der Art sein, dass irgend ein 
Glied der angedeuteten Summe eine unendlich kleinwerdende Grösse ist. 

Entsprechen nun zwei Functionen von X, wie (x) und y‘(x), der zuletzt 
gedachten Anforderung, so gelangt man durch Multiplication auf folgende Glei- 
chung: 


(1.) Ssada JS sodade=/] In, arldardaı. 


u. 2 


wo [x,, &,] eine durch die Gleichung 


(1‘.) [0,0] = P(Xı) (x) + p(ar) p' (1) 


dargestellte symmetrische Function der Variabeln x, und x, ist. Wird ferner 
das Product 





S"sta)da.S pa )da.f pl d)dr 
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durch P, vorgestellt, so gelangt man, mit Zuziehung des Ergebnisses in (1), zu 


a z 


u pi 
(2.) P,= Erf [x , %&, 3] da, dx.dx, ; 


wo die symmetrische Function [x,, X, %] der Variabeln &,, %,, &%, durch die 
Gleichun 





124 
(2) [21,230] = [a1,22]9"(&)+ [2 ; x |Pp" (x) +[®%; % pP" (©) 
gegeben ist. 


Stellt man allgemein das Product von rn derartigen bestimmten Integral- 
ausdrücken durch P, vor, d. h. setzt man 


b 7,) 77) 
(i) P, —/ p(x) da. p‘ ()da....f ger (a)dıx, 


a a 


so findet sıch 


bpb pb ıh 
MI —/ # J da J [50,0 0,)da,...dazdayda, ; 
2 X, 7a zn—l 
wo der Ausdruck [x ,%35%33.....%,] eine symmetrische Function der Variabeln 
OR 0 FERRRGRRRE v„ Ist, die durch die Gleichung: 
(UL) [2120528041020] 5 Tas 2254-4) 
FERN ’ 1) (» 
.. [a 17 729... Un Kn] p“ (2-1) 
hp sssnessrnnenssnnn essen 


+ [Io La Ki Pr) 


+ [%25 039%...) pP’ (x,) 


gegeben wird, und wobei die Functionen 


(IV.) p(a2),p(a),p" (&)..... pP (2) 


der ım Eingange erwähnten Anforderung nachkommen. 


2. 


Werden die in (IV) zusammengestellten Functionen untereinander gleich, 
und zwar gleich p(w) gesetzt, so giebt die Gleichung (1°) folgende: 


U 
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(2,2) = 1.2p(a,)p(®,) , 
die Gleichung (2) folgende: 
[% 02%] = 1.2.39 (a) p (a3) p (ar) » 
und die allgemeine Gleichung (II) folgende: 
[ri 2) ei... np(&)P (X) P(X3)..... p(x,). 


Dies vorausgesetzt, geben die Gleichungen (I) und (I) folgenden Ausdruck: 


Ss (x) dx) = 1.2.3. BEN RE fr S Harp). Har)dandaude 


xı %2 n—1 


von welchem in der folgenden Nummer, für 2 = 2, ein Paar Anwendungen ge- 
macht werden sollen. 


3. 


Aus dem allgemeinen Ergebnisse in (V) ergiebt sich unmittelbar die 
Gleichung 


(S'sa)da) = 2/ JS sa)py)dyde. 


Nun ıst: 
J p(y)dy =/ andy —l p(y)dy, 
also auch: 


(Ss@)dz) = 2/ / yle)yydyda, 


woraus 


(A.) (J 'ya)dı) = 2/ J ya)ylay)rdady. 
folgt. 


I. Mittels dieses allgemeinen Ergebnisses gelangt man zu 


( " de 2 ep @ ” dad : SER 
5) De (1-+-2)(l + y?x) ' 
0 o vo 


Vollzieht man rechts die Integration nach x, so erhält man: 


185* 
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a? dy 
0 es =-/ lg N 1—y? 


woraus sıch folgende Ausdrücke ergeben: 





Rs: (2n +2). 1 a? n+l 
(3.) (Arctang. a)’ x Br 7 ; (2n + ) (n +1)? 3) ’ 


Ber 2.2 a in 


(4.) (Arcsın.a)”’ = = TS. Qn+]l) a +17%® 3 





wo die Summenzeichen über die ganzen und positiven Werthe von z, die Grenz- 
werthe mit einbegriffen, sich erstrecken. Die Reihe (3.)convergirt für alle reellen 
Werthe von a, die Reihe (4.) aber nur für die Werthe von a, welche die 


Einheit nicht übertreffen. 


II. Dieselbe allgemeine Gleichung (A.) führt zu: 


1 2 ı /1 
2 2 
( $ es dx) — f / er dady; 
0 00 


was, wenn rechterhand die Integration nach x ausgeführt wird, Folgendes giebt: 


. et 2? 1 1er) 
(3.) (F Ace dx) 1 [ um er u; d 
0 


wo a eine beliebige Constante ist. Setzt man einstweilen 


_ e-al+y?) 
u -[: re Pr 
iR er 
"EI en 
1+ 
4 y’ 
a: “= «er 
Rear“ 1-+-y? 


folgt. Vollzieht man die ae Division hinter dem Integralzeichen und 


so erhält man auch: 


woraus 





integrirt darauf innerhalb der angezeigten Integrationsgrenzen, so erhält man: 


ume"> 





n=® (1 1 | (- a 
3 7 2n—1)J1. 


n=] 
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Führt man folgende, durch f(x) darzustellende Function von x ein: 


6)fo=r+(l -)r3+(1-3+3)175; 


ac* 2 


+(1-5+5-)1.2.3.1+ alas ? 


so liefert das Ergebniss in (5.) folgende Integrale: 





“l 2 
u eT i 
(7.) / i_„da=ıre—fla), 
0 


I _aı? ® e”? 
(8.) ( J . de) =7 Sl), 
in welchen a eine beliebige Constante ist. Aus dem letztern Ergebniss ergiebt 


sich auch folgendes allgemeinere: 


—a5h2 


8.) (/ 2) = flab)); 





wo a und d beliebige Constanten sind. 


Aus der Gleichung (7.) kann ferner entnommen werden, dass der Grenz- 
werth von e””/(x) beim unendlichen Wachsen der reellen Grösse x, gleich ! ist. 
Daher folgt aus (8°), wenn @ und 5 reell sind, und letzteres unendlich grosswer- 


dend angenommen wird, der bekannte Integral- Ausdruck :: 


0) Se"de=gys; 
0 


wo a eine positive, reelle Constante ist. 
Beachtet man endlich den Umstand, dass 


er:  H-ı 
1l-3+5- 74... 9,1 
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für jeden endlichen Werth von & convergent ist, so kann das Gleiche um so 
mehr auch von der Reihe in (6.), die /(z) darstellt, ausgesagt werden. 


4. 


Nimmt man mit der Gleichung (1.) die Specialisirung und Umstellung der 
vorigen Nr. vor, so erhält man: 


(B.) F p(x)dx Jr po (a)dx ef ff Ip(z)p(ay)+Y(zy)y(a)]edady. 
0 0 


0 v0 


Dieses allgemeine Ergebniss giebt folgendes specielle: 
ll _aor? 7 1 > 2,, P*: 2 
2 / u 7.2 [ e”” dx =/] et Lead Jady, 
o o 0 0 


und es folgt daraus: 


10 I u et FE a Pe 22 ee) ' A, _ era . 
un ., ENTER JS nr ariy + b-+ay” u; 
u” ey) j A 


0 





wo noch a und 5 beliebige Constanten sein können. Werden a und 5 positiv 


und reell gesetzt, so besteht auch folgende Gleichung: 


ıb 


—— —g 
4 1-+-y? 1+y? Y; 


_ ei 
1 2 1 2 ‘ F Ra, -a(l+Yy?) °V- Bi —h (1+v?) 
2Va bf gr dx. f e” dx = | V: Be ein dy AN u e 
N) > 
0 


aus der auch 
(11.) 2 (e"daf e"da= 
0 0 


h 


a 
°.. 2 2 ._ 2 ,2 
1 BE cn A l — 6 e? e ] 
=; —e —dy—e en; 
2 JIey J 19707 
0 


0 


folgt. Wird hier 4 = & gesetzt, so gelangt man, mit Zuziehung der Ergebnisse 
in voriger Nr., auch zu folgendem Integral- Ausdruck: 


(7°.) / 1 da = e"Yr In." ea) ® 


welcher als eine Ergänzung zu demjenigen (7) angesehen werden kann, in wel- 
chem jedoch a eine reelle positive Constante ist. 


Zürich, den 11. October 1847. 


| u 
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6. 


Ueber die Darstellung einer Function zweier 
Variabeln z,2’ nach aufsteigenden Potenzen zwei 
anderer Variabeln y, y‘, deren gegenseitige 
Abhängigkeit die Gleichungen 


s=c+ryf@) , T=r+y'f(e‘) 
ausdrücken, wo /(z) dieselbe Function von : ist, 
wie /(z‘) von <. 


(Von Herrn Dr. Raabe, Professor an der Universität zn Zürich. ) 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich.) 


ee Auflösung der Mittelpunctsgleichung in der Astronomie bedient sich 
Lagrange einer der in der Ueberschrift angegebenen Gleichungen. Einen ähn- 
lichen Zweck für die Theorie der Störungen habe ich bei der Behandlung des 
hier vorgelegten zusammengesetzteren Problems, wie solches am Schlusse ange- 


deutet und bei einer nächsten Gelegenheit bestimmter gezeigt werden wird. 


I. 
Sind zwei Gleichungen wie 


(1.) z=ac-+y/(:) A z’=a'+ry'f(z‘), 


gegeben, wo f ein bestimmtes Functionszeichen je der Variablen z oder 2‘ ist, und 


setzt man die Gleichung 


5) FR = ö 
(2.) u=y9(2,2), 
wo der Ausdruck rechts ebenfalls eine bestimmte Function von z und z° ist, so 


ist der Zweck des Folgenden: w durch eine Gliederreihe nach aufsteigenden Po- 


tenzen von y und y‘ darzustellen. 
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Legt man zu diesem Ende die Maclaurinsche Reihe für zwei Variabeln 
zu Grunde, so ist das nächste Problem die Angabe der verschiedenen partiellen 
Differentialquotienten von u nach Y und y‘, zu dessen Lösung wir nun schreiten, 

Zuerst ist: 


du _du dz du _du dr 
day dzday ? dy di dy' 


Aus den vorgelegten Gleichungen in (1) folgt: 


2: Me Sur, 
de” 1—yf,(z) dy 1-yfı()’ 


5 = Be Eis ER f@) 
«1 yf(l) n dy —1- yYfı@) 


(3.) 





wo fı(z) den Differentialquotienten von f(z) nach z und fı(2°) denselben von 
f(z‘) nach z° vorstellt, und woraus 


dz’ dz 
(4.) ft ) ya) 


folgt. Also ergiebt sich 


du du dz du dz 


6) EEE E=/0E : DENE 


was die verlangten ersten partiellen Differentialquotienten darstellt. 
Zu dem zweiten partiellen Differentialquotienten übergehend, ziehen wir 


aus der ersten der so eben gefundenen Gleichungen (5) folgenden Ausdruck: 


= = he) Fe Tale da. 


der (beachtend (4 und 5)) folgendermassen aufgestellt werden kann: 


ds du "or 
fe z)fı (2 ) dr dx +/(z) dx ’ 





und da dieser Ausdruck auch mit folgendem gleichbedeutend Ist: 


du 
er du d.f a [s@:] 
; = fie Fuge dx : ? +/@)" dx 4 
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so hat man: 





und durch ganz ähnliche Betrachtungen auch: 


d’u a-| rer“ | 
dy? 7 de 





Ferner folgt aus der ersten Gleichung in (5), wenn man beachtet dass z von y‘ 
unabhängig ist: 
d’u 
dydy' =f(e dpi 





was mit Zuziehung der zweiten Gleichung (5) in 


d?u ke el 
dydy — 








oder, weil auch 2° von & unabhängie ist, in 
55 
d’u 


du ng Tu 
ya IE) ara 


übergeht. Dieses vorausgeschickt, ergeben sich folgende Bestimmungen für den 
zweiten partiellen Differentialquotienten:: 








d nad 
2 4 /8% 2 ser 
(6.) = dx s dy? dx 
d’u „ u 
INT rar? 
a) du _duds du _ dude du du dede „ 
r 2): dx dz dz ? da’ de’ da ? dxda — dzde da de °“ 


Die dritten partiellen Differentialquotienten von u nach y und y‘ nehmen 
wir aus den Ergebnissen in (6), auf ähnliche Weise, wie diese aus (9) genommen 


wurden. Man erhält nämlich aus den ersten in (6) folgende: 


d’u d?i 


„du i 
Yigg, mw = fl) 7, gesetzt ıst. 





Nun ergiebt sich: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 2. 19 
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du 
we [1 
dx 


di _d-[f@)] ds du 


dy ds dy dx +/\z 


oder auch, wegen (4 und 5): 


du 
d’. d- [fe ) 1 dz a{ro% | 
a RT AN Yet u Ar 


| i do 
EN eye fa) a E 1, 








daher hat man: 


Be f@ ae 


dx 








Behält ferner A dieselbe Bedeutung, so ist zunächst: 


in ER. 
dy?dy  dedy’ 


Nun ıst aus den schon oben geltend gemachten Gründen: 


ll a.|/« ei 
HR Br _— . Ida’ 


%. I 
a == /(2 .) dx = NIE) 7ua7 ; 





also ergiebt sıch auch folgende Bestirnmungsgleichung: 


De in = 





Auf gleiche Weise gelangt man zu ähnlichen Bestimmungen der beiden 
noch übrigen partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung, so dass man ge- 


genwärtig folgende Ergebnisse hat: 


‚du a ? 
d’u a Kor | d’u ar.|f« ” | 
7 Rn D 


au, dx? ; di: de" 








3 — 


dy 


„Pu | na @® 
u born] au _ loser] 
dy’dy dr ” dydy® de 
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Wird weiter, zur Aufstellung des vierten partiellen Differentialquotienten 


d 
Au = fe), gesetzt, was 


u 8 [/ Or d d? 
NN 





giebt, so erhält man aus der ersten Gleichung in (8) folgende: 


En ar. re) % a|re@rf« dan 


dy* dx? Br Tau da? 











Durch Vertauschung von x, y, z in x‘, Y‘, 2‘ liefern diese noch zwei andere par- 
tielle Differentialquotienten ezerter Ordnung 
Wird weiter, zur Aufstellung des fünften dieser Differentialquotienten, 


d’u 
w = fl) (2) Zug gesetzt, was 


/ d? na ru 
w_ .„eborz]_ ler] 
day =/@) de’ = da’ 








giebt, so erhält man auch: 


an 
deu d? B FE)? el 
dy?dy? dıdx 





Man hat also, durch Zusammenstellung, Folgendes: 


d*u d re | d’u a’. re’ | 
ii — : 




















dy dx? RT dx" 
„ du „ Pu 
(9) du _ Ei B Wr | MA w | FE) | 
dy’dy dz ’ dydyı dr” . 


Tr 
au _ eo] 
dy?dy? — daıdı 





Fährt man auf diese Weise fort, so ergeben sich allgemein folgende Ausdrücke: 
19* 
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d 1 
Hu ” oa, r« Sr | Fu a*-1.f(z va | 


km IE — b) 


dyk da’! ? dy* de*! 


k—1l, PAY, „m Pu 7 
du FE d Se) drdzx' | 
dy? dy’® ng dr“"!d zn 








(10.) 





b= kist, und wo SE) 5 TE archdieGl 
woatb=%r ıst, und wo wi er ER TER Gleichungen (7) 


gegeben sınd. 


1. 


Nachdem man sämmtliche partielle Differentialquotienten von u nach y 
y‘ aufgestellt hat, sind dieselben, der Maclaurin’schen Reihe gemäss, für die spe- 
ciellen Fälle y=y’= 0 zu suchen. Bezeichnet man den Werth irgend einer 
im Obigen gebrauchten Grösse, für diese speciellen Fälle dadurch, dass man der 
Grösse rechts oben eine® in Parenthesen beifügt, so erhältman aus den Gleichun- 
gen (l): 


ur, ZCUrREN 


insofern f(x) und f(x“) nicht ohne Ende wachsende Werthehaben. Sind ferner 
die Werthe von & und &° von der Art, dass auch die Differentialquotienten der 


letztern Function nicht ohne Ende zunehmen, so geben die Gleichungen (3): 


dz (0) dz (0) 
= ni, 22) = 


Berücksichtigt man weiter die Bedeutung von w aus der Gleichung (2), so ist: 





ii _dyp(z,2) N) = 2 ee €) ge SE dp(a,d)_ 
= - !zdz 


dz dz » \dz dxıda' ’ 


also erhält man , wegen der vorigen Ergebnisse und der Gleichungen (7): 


( ) _ dy(z,r) d BD) _dp(e,E) d’u ) = PY(2, 2) 


dx dz > \de de > \deda’ dxd.« 


Dieses Alles vorausgeschickt, gehen die Gleichungen (10) füry=y'=0 
in folgende über: 
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g-1. [ (a) da) 











d*u\ 9 he da 
7) un dk! 9 
2, ‚a 
du yo dd [7 Can ie ar in = 
dyrdy” = dz a—] PLZ b) 
Fu \ 0 dk-1 Ka yi Best 2) 
Lean 


woatrb=dK ıst. 
Benutzt man nun die Maclaurin'sche Reihe für zwei Variabeln, so geht 


aus den vorgelegten Gleichungen (1), bei Feststellung der Vereinfachungsglei- 


chungen 


yır je rap en ‚e) 


P’r(z,e) 


‚ v=/(® LE) dedf ? 





folgende Bestimmungsgleichung für die Function p(z,z‘) hervor: 











(11.) p(z,2) = 
en Pan oy-+ ey‘ 
ET 
LT x’ ß 
F °. [of(@)?] d-[wf(@)] , , d: ei )] d?- [v’f(e’)?] , 
+3 dx’ F v.. ur "a y'y +3 a du Br 7 ir 5 


u \d* -[uf(e) EpR FE 


d?-[wf(e)?] ,„_, 
1.2.3.4] de a E 


dx 2 
[fe] 

















d? - [wf(z)ftx')] 1; d?  [wf(z')?] j 
6 dzde' 2% A da’? I) + da” 
I d’-[vof(e)‘] , , „ d’- [wf(z)?] 
+723345 er u Al a aa y'y' 
d’  [wf(eJ?f@)] a’. [ufa)f@’)} 
7777 Y„y”+10 7 a 





d’. en '.Wf@Y] , 
0-7 yyry 2 aa 4 R 


+ u. Ss. W., 


deren Fortsetzung nunmehr leicht ist. 
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Anmerkung. Um die Benutzbarkeit dieses Ergebnisses in der Theorie 
der Störungen, wie im Eingange erwähnt, wenigstens anzudeuten, ersetzen wir 
die allgemeinen Gleichungen (1) durch folgende: 


(1) u-eSin.u=n(+h) ,„ W —eSin.W“=n'(t+h), 


wo u und w’ die excentrischen Anomalieen zweier Planeten m und m’ zu einer 
bestimrnten Zeit 2, welche von einer gewissen Epoche an gezählt wird, darstellen; 
wo ferner e und e* die Excentricitätsverhältnisse der ungestörten Ellipsenbahnen 
derselben zwer Planeten sind, welche, wie bekannt, nur kleine Bruchzahlen sind; 
wo endlich » und h zwei constante Elemente der einen, und n‘ und Ah’ analoge 
Elemente der andern Ellipsenbahn besagter Planeten sind. 

Die elliptischen Coordinaten des Schwerpuncts eines Planeten m sind 
durch die einfachsten Functionen von Sin.u und Cos.u angebbar (Nr. 630. mei- 
ner Integralr.). Stellt man aber die wirklichen Coordinaten desselben Planeten m 
nach steigenden Potenzen der Massen zn‘ ,„ m“ „ m’, ..... der übrigen Planeten 
dar, so sind die verschiedenen Coefficienten dieser Massen Functionen der ellipti- 
schen Coordinaten des gestörten m und des jedesmal in Betracht gezogenen stö- 
renden Planeten zn‘, oder zn“, oder m“ u. s. w. Diese Functionen sind durch ein- 
fache, noch zu vollziehende Quadraturen darstellbar, in denen die oben erwähnte 
Zeit t, welche für alle Planeten eine gemeinschaftliche Epoche hat, die Integra- 
tionsvariable ist; d, h., wenn «, Y,2 die elliptischen Coordinaten von m und 
x‘, y‘, 2’ die analogen Coordinaten von m’ sind, so sind Quadraturen von der 


Form 


1 
JS Flayyız,a,y',z)dt 
0 


zu vollziehen. Die erstern dieser Coordinaten sind aber, wie schon gesagt, durch 
die excentrische Änomalie u, und die letzteren auf ähnliche Weise durch u‘ dar- 


stellbar; wodurch Quadraturen von folgender Form: 


] 
S p(u, u‘)dt 


1 


zur Vollziehung kommen. Demnach besteht die Aufgabe darin: die Function 
p(u , wu‘) mit Hülfe der simultanen Gleichungen (I.) zunächst durch Z auszudrük- 
ken; was durch das oben gefundene allgemeine Ergebniss in (11.) immer gesche- 
hen kann. 

Zürich, am 20, Decbr. 1847. 


Bu 
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. 


Ueber die singulären Integral-Auflösungen einer 
Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei 
Variabeln. 


(Von dem Herrn Dr. Raabe, Professor an der Universität zu Zürich.) 





— 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft in Zürich.) 


Im 31lten Heft des Journals de l’Ecole polytechnique macht Herr Cata- 
Jan eine Bemerkung über die Ermittelung singulärer Integral -Auflösungen, die 
der Gegenstand der gegenwärtigen Mittheilung sein soll. 


1. 


Wenn eine endliche Gleichung zwischen zwei Varıabeln x, Y und einer 


allgemeinen Constante a, von der Form 


(1.) F(a,y,a)=®, 


gegeben ist, wo F ein beliebiges Functionszeichen ist: wenn ferner die dieser 
entsprechende Differentialgleichung erster Ordnung, die nicht mehr «a enthält, 


durch 


(2) F(a,y,y)=0 


. 3 i i dy. e \ 
vorgestellt wird, wo F’ ein neues Functionszeichen und y, = 7, st: so sind nicht 


nur alle, durch specielle und constante Verfügungen über @ aus (l) hervorge- 
hende Gleichungen Integral-Auflösungen (particuläre) dieser Differentialgleichung 
ın (2), sondern sämmtliche Eliminations-Ergebnisse von a, welche Verbindungen 


von (1) mit der Gleichung 


A dF(z,y,a) 
(3.) en 


so wie auch mit der Gleichung 
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(4.) N a) B 
herbeiführen, liefern ebenfalls Integral -Auflösungen. Diese werden nach La- 
grange singuläre Integral- Auflösungen genannt, falls sie nicht auch durch be- 
stimmte Verfügungen über a aus (1) zu entnehmen sind. 
Auf dieses Ergebniss gelangen die meisten Schriftsteller, die sich mit die- 
sem Gegenstande seit Lagrange beschäftigten, und welches auch ich im dritten 
Bande meiner Differential- und Integralrechnung (No. 595) mitgetheilt habe. 


2. 


Der Zweck der ım Eingange gedachten Bemerkung des Herrn Catalan 
ist nun, zu zeigen, dass es sein richtiges Bewenden mit dem Eliminations - Ergeb- 
nisse von a aus den Gleichungen (1 und 3), nicht aber im Allgemeinen mit dem- 
jenigen haben könne, welches aus den Gleichungen (1 und 4), gleichfalls durch 
Elımination von a, entnommen wird. Zu diesem Ende wird ein besonderer Fall 
durch die Gleichung 


x<+a—YBal2y — a) = 0 
aufgestellt, aus welcher folgender, zu (4) analoge Ausdruck: 


— 34 Ir 35 1 
VI3a2y—a)] 0 





gezogen wird; welche Gleichung a = 2y giebt. Setzt man diesen Werth von 


a ın die vorgelegte Gleichung, wodurch das Ergebniss der Elimination von a fol- 
gendermassen sich darstellt: 


a+r2y=VQ, 
so thut diese Gleichung der betreffenden Differentialgleichung erster Ordnung 


3ey—6byytcr+2y=V 


weder als singuläre, noch als particuläre Integral-Auflösung ein Genüge, und ist 


dem in Rede stehenden Falle ganz fremd. 


3. 


So richtig die vorausgeschickte Bemerkung Catalan’s über das Elimina- 
tions-Ergebniss von a aus den Gleichungen (1 und 4) ist, so erschöpft sie doch 
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den hier in Rede stehenden Gegenstand nicht ganz, indem auch ein Eliminations- 

Ergebniss von a aus den Gleichungen (1 und 3) bisweilen Relationen unter den 

Variabeln geben kann, die ebenfalls weder von singulärer noch von partieulärer 

Beschaffenheit, und folglich dem fraglichen Falle gleichfalls ganz fremd sind. 
Man sieht nämlıch leicht, dass folgende Gleichung: 


a —y)+y1—-y)—- yA—ad)=0 


in der Beziehung einer vollständigen Integralgleichung zu der Differentialglei- 
chung erster Ordnung: 

y en 
m-atra- = 





steht. Stellt man nun die der erstern entsprechende, analoge zu (3) her, so fin- 
det sich: 


e—y=Pb; 


welche Relation zwischen den Variabeln x und y der vorhergehenden Differential- 
gleichung nicht genügt, und folglich derselben ebenfalls fremd ist, 


4, 

Die Unzuverlässigkeit der in No. 1 gegebenen Vorschriften, aus einer 
Gleichung wie (1) singuläre Integral-Auflösungen abzuleiten, ist also eine unzwei- 
deutige Thatsache. Anderseits geben dieselben Vorschriften in den meisten 
Fällen ganz brauchbare Resultate; so dass die aufgestellten zwei Fälle mehr als 
Ausnahmen, denn als Regel angesehen werden dürfen. Deshalb werde ich im 
Folgenden die Quelle dieser Vorschriften auseinandersetzen; woraus sich sowohl 
eine genügende Erklärung für die Ausnahmefälle, als auch eine neue Fassung 
der dann zu befolgenden Vorschriften ergeben wird. 

Wie schon seit Lagrange bekannt, und wie auch aus (Nr. 594) meines 
oben citirten Werks deutlich folgt, findet man aus einer Gleichung zwischen zwei 


Variabeln x , y und einer allgemeinen Constante a, von der Form 


(1‘.) > =/f(z,a), 


die ihr entsprechenden singulären Integral- Auflösungen, wenn man die Gleichung 


(1°) mit der aus ihr gefolgerten Gleichung 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 2, 20 
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(5) 


durch Elimination von a verbindet. Die so gefundenen Ergebnisse werden beim 
Statthaben dieser Gleichung (5) immer den Charakter von Integral-Auflösungen 
behalten, d. h. der aus (1°) gezogenen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
nügen; sie sind jedoch nur dann von singulärer Beschaffenheit, wenn sie durch 
keinen constanten Werth von a aus (1‘) zu erlangen sind. 

Wenn nun der endliche Zusammenhang der Variabeln x ,y mit der all- 
gemeinen Constante @ nicht unter der Form (1‘), sondern durch eine Gleichung 
wie (1) aus (Nr. 1) gegeben ist, so hat man, dem Vorausgeschickten zufolge, 


h d 
auch aus dieser den partiellen Differentialquotienten 2 herzustellen, denselben 


gleich Null zu setzen und die dadurch gefundene Gleichung mit der vorgelegten 
(1) durch Elimination von a zu verbinden. 
Besagter Differentialquotient ist durch die Gleichung 


(6.) 


gegeben; daher hat man nur diejenigen Relationen zwischen x, y und a, Behufs 
Elimination von a, mit der Gleichung (1) zu verbinden, welche den in gedroche- 
ner Form erscheinenden Ausdruck rechts in dieser Gleichung (6) auf Null brin- 
gen. In den meisten Fällen wird Dies nach den in (Nr, 1.) gegebenen Vorschrif- 


ten erreicht; d. h. wenn der Zähler des eben erwähnten Ausdrucks gleich 0 [die 


Gleichung (3)], wie auch der Nenner desselben Ausdrucks gleich 2 [die Glei- 


chung (4)] gesetzt und jedes dieser Ergebnisse mit der Gleichung (1) durch EIı- 
mination von a verbunden wird. Da aber ern Bruch durch das Nullwerden des 
Zäblers odes Unendlichgrosswerden des Nenners nicht immer den Nullwerth be- 
kommt, welche Anforderung dem Vorausgeschickten zufolge unerlässlich ist: so 
hat die Anwendung der Vorschriften in (Nr. 1) bisweilen auch Ausnahmefälle; 
d. h. man gelangt bei Befolgung der Vorschriften bisweilen auf Relationen, die 


d ’ A : 
den Werth von = nicht gleich Null machen; welche dann aus diesem Grunde 


dem fraglichen Falle fremd und folglich zu verwerfen sind. Zugleich zeigt sich 
folgende allgemeine Vorschrift, welche keinen Ausnahmefall mehr zulässt: 
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„Aus der Gleichung (1) stelle man den Ausdruck rechts in der Gleichung 
„(6) her und verbinde die Gleichung durch Elimination von @ mit jeder Re- 
„lation, diedem Ausdrucke den Nullwerth giebt. Die so gefundenen Relatio- 
„nen unter den Variabeln sind entschieden Integral - Auflösungen der betref- 
„fenden Differentialgleichung erster Ordnung; und zwar singulärer Art, 
„wenn sie sich durch keine constanten Werthe von a aus (1) ergeben.” 
Da man auch « als die relative Variable der Gleichung (1) ansehen kann, 
wenn y für die absolute erklärt wird, so ist eine coordinirte Regel zu der obigen 
auch folgende: Aus der Gleichung (1) stelle man den Ausdruck 


dF(z,y,a) , dF(z,y,a) 
da £ dz 





her, und verbinde jene durch Elimination von a mit jeder Relation die den Quo- 
tienten zu Null macht, u. s. w. 

Dass es mit der hier aufgestellten Erklärung der Ausnahmefälle sein rich- 
iges Bewenden habe, wird das Folgende noch näher zeigen. 


9. 


Nimmt man, erstens, den besondern Fall des Herrn Catalan an, nämlich 


die Gleichung 
z+a—V[3a2y—a)]=0, 


wo der Ausdruck links die Function F(x=,y,a) aus (1) und 


dF (z,y,a) eV s3y—a) - dF(z,y,a) al Be N Ei ; 
da PR Vl3a(2y—a)] ’ dy — — YBal2y-— a)] 











ist, so giebt die Relation, welche den Nenner des Ausdrucks rechts in (6) un- 
endlichgross macht, die Gleichung 2y—a=0. Diese Relation macht aber auch 
den Zähler unendlichgross: also zeigt sich der Werth des partiellen Differential- 


ı d ö . 
quotienten = unter der unbestimmten Form $ , d.h. es ist 





F  PAEREK Mani LEE 
Y Vl3a(2y — a)] es . er 
= — 3a u u: für 2y — (I zZ 0. 


vBa@y-—a)] 


Multiplicirt man hier Zähler und Nenner mit Y[3a(2y — a)], welches 
20 * 
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= 31V Ba@y-a)} -3,-a)] 


giebt, so stellt sich, bei derselben Relation 2y—a=(0, die von Null verschie- 


h dy 
dene Bestimmune 
o da 


chung 2y — a = 0 mit der vorgelegten sich herausstellende Eliminations-Ergeb- 


1 
—= — 5 dar; folglich ist das durch Verbindung der Glei- 


niss von a, nämlich die Gleichung &+2y=0, weder eine singuläre noch 
eine particuläre Integral-Auflösung, sondern eine dem vorliegenden Gegenstande 


fremde Relatıon. 
Man findet hingegen singuläre Integral-Auflösungen, wenn man sämmt- 


dı ve ' u 
liche Relationen, welche = = () geben, nämlich die, welche in der Gleichung 


VIBa@y-— a)] —3(y — a) = 0 


enthalten sind, mit der vorgelegten Gleichung durch Elimination von a verbindet. 


Die Relationen, die im vorliegenden Falle 1a geben, führen auf dieselbe 


Gleichung. Um Dieses, mit Umgehung der fremdartigen Auflösungen, welche 
gewöhnlich Quadrirungen zur Wesgschaffung von Wurzelgrössen erfordern, zu 
zeigen, addire ich die zuletzt aufgestellte Gleichung mit der vorgelegten, und 


finde: 


1 
2 +a—3(y—a)=0, ode a=;,ßy—a). 


Setzt man diesen Werth von a in je eine der so eben addırten zwei Gleichungen, 


so ergiebt sıch: 
3(a ty) -VBBy—-)Öy+x), oder @+2ay—3y’=0, 


woraus die Gleichungen 
y-—c=0 und 3y+xr=0 


folgen, welehe auch Herr Catalan für die singulärenIntegral-Auflösungen der 
in Rede stehenden Differentialgleichung erster Ordnung erkannt hat. 
Nimmt man, zweitens, den in ($. 3) vorgelegten besondern Fall vor, näm- 


lich die Gleichung 


aka—y)+y1—y)—-VA—)=0, 
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wo der Ausdruck links die Function F(x,y,a) der Gleichung (1) vorstellt und 


wo demnach 


dF(z,y,a) _ dF(ze,y,a) _ rn 
BE ne . jr 








ist, so ergiebt sich © — y = 0 oder x = y als die Relation, welche den Zähler 
des allgemeinen Ausdrucks in der Gleichung (6) auf Null bringt. Es macht aber 
auch dieselbe Beziehung zwischen y und & den Nenner besagten Ausdrucks zu 


Null. Denn aus der vorgelegten Gleichung erhält man: 


_ vU—-2)—- VvA-—y) 
alle Ze 


Für x = y ergiebt sich hieraus, nach bekannten Vorschriften: 


IRRE Mi! won AIRES 
ud 7; Dar oder atya-y=.° 





dE(z, y,a) ‘ 
woraus, wie behauptet ward, auch — Frei —=0 folgt. Dieses vorausgesetzt, 
erhält man 
dy Bi nie 
vi — y) 


i ’ ’ r d 
wo noch zu zeigen ist, dass bei derselben Relation x =y der Werth von ze 


von Null verschieden sei. Ersetzt man hier rechterhand a, der vorgelegten Glei- 


chung gemäss, so ergiebt sich: 


day _ (e— y)’ 


a” ya ya 





.o0 ; = 
Da der Ausdruck rechts für & = y ın 5 übergeht, so differentiirre man Zähler und 


Nenner rechts nach x, was 


2. — 
BR ie 





YA-2) ya’) 


0 : 
giebt, und wo abermals der Ausdruck rechts für x = y in , übergeht. Differen- 


tirt man abermals Zähler und Nenner nach &, so ergiebt sich zuletzt: 
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dy 2 
(),- —— = 2A-NYVAa-y; 
(1 — zd)y(L— 2?) 


welches, wie behauptet, von Null verschieden ist. Daher ist auch die Relation 
y= x keine Integral- Auflösung der in Rede stehenden Differentialgleichung 


erster Ordnung. 


Wird hingegen die obige Bestimmungsgleichung für 2 folgendermaassen 


aufgestellt: 
d: («—y)Vil—y?) 


173 u ay(l—y’)+y 





9 


so zeigt sich leicht das Nullwerden des Differentialquotienten % für y’ == 1: 


und da dies nur einen variabein Werth von a giebt, so ist ha die Gleichung 


em, eine singuläre Integral - Auflösung der in Rede stehenden Differential- 


i dx 
gleichung erster Ordnung. Stellt man noch die Werthform für 2 her, so zeigt 


sich auf ähnliche Weise, dass auch ©? =1 eine singuläre Integral-Auflösung für 
den vorliegenden Fall ist. 


Anmerkung. Der in (Nr. 6) angenommene besondere Fall, mit welchem 


& a e . . [ .. ° he .. d % a 
ich mich auch im zweiten Theile der vorigen Nr. beschäftigte, giebt für er ) 





den von der allgemeinen Constante a unabhängigen Ausdruck & —y. Es sagt 


aber Herr Catalan in der erwähnten Note, dass, nur insofern ——- keinen 


von a unabhängigen Ausdruck giebt, die durch Elimination von a aus den Glei- 
chungen (1 und 3) hervorgehenden Resultate richtig (exacts) sein werden, Da 
nun, wie schon bemerkt, der von mir gebrauchte Fall in der That kein a enthält, 
so scheint die, diesem hochgeschätzten Geometer gegenüber, Eingangs (Nr. 6) 
bingestellte Aeusserung nicht ganz gerechtfertiget zu sein. Hierauf ist aber zu 
erwidern, dass Herr Catalan die erwähnte Behauptung unbegründet gelassen hat. 
Dass auch solche nicht zu begründen möglich sei, will ich zum Beschlusse an 


einem besondern Falle zeigen. Es sei die Gleichung 


a) (—-a+y”—3laty)a—a+y’+1=0 


gegeben, wo der Ausdruck links die Function F(x, y, a) vorstellt, und aus 
welchem 
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(P) nn =3(a—ac+Yy)(a—3x—y) 


folgt: so enthält der Ausdruck rechts, wie man sieht, die allgemeine Constante a. 
Der Ausdruck nimmt den Nullwerth auch für 


a—aı+ry=0 


an; und wenn Dies in die vorgelegte Gleichung gesetzt wird, so gelangt man auf 
das widersprechende Ergebniss 1=0. Der Grund hievon ist, dass auch die 
Differentialquotienten von F(x, y, a), nach x sowohl, als nach y, denselben 
Factor a—x-+Yy enthalten. Es ist nämlıch: 


dF(z, y, 
EU _ _6(a- + y)(a—2x), 


dF(z, %, a) 
> = — bla—a+y)(aty); 


so dass sich nach (Nr. 7) 





dy m 3(a—z+y)(a—I3x—y) dx er 3(la—x-+Y) (a—32—y) 








da „G6a—-a+Yy)(c+Y) und ee  sbla—a+y)(a—2:) 
Gndet: anlan hei Aue Ansiahı u N 
ındet; wo also, bei der Annahme a—x-+y = 0), weder „, noch „, gleich Nu 


wird. Scheidet man den gemeinsamen Factor aus Zähler und Nenner der Brüche 
aus, was 

dy _ a—3x—y de _a—32—y 

da 2xa+y) ° da a—2x 








giebt, so zeigt sich, dass, der zweite Factor in obiger Gleichung (£) gleich Null 


i i ä 5 i ‘ d 
gesetzt, oder die Gleichung a— 32 — y = 0, die Differentialquotienten , 


dx 
und —, zu Null macht; weshalb denn auch die vorgelegte Gleichung («), nach 


Einführung dieser letztern Relation zwischen x, yunda, eine Integral-Auflösung 
liefert, nämlich die Gleichung: 


4(a+y”’—1=0, 


von welcher man sieht, dass sie zur Classe der singulären Auflösungen gehört. 
Zürich, ım November 1848. 
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5, 


Ueber einen Hülfssatz zur Ausmittelung der 
Werthe bestimmter Integrale. 


(Von Herrn Dr. Raabe, Professor an der Universität zu Zürich.) 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich.) 


In den „Comptes rendus” vom 16. Oct. d. J. theilt Herr Cauchy ın 


einer Note folgenden Satz mit. 


e > u ” . . . 
„Das Integral Je fre)dr, wo f ein Functionszeichen und 7 die 
0 


„imaginäre Einheit ist, ändert seinen Werth nicht, wenn das Argument p 

„der imaginären Variable 2 = re” alle Werthe durchläuft, innerhalb wel- 

„cher die Function f(z) endlich und continuirlich bleibt. Ueberdies muss 

„diese Function von der Art sein, dass das Product zf(z) für r = 0, wie für 
„r= &, gleich Null ist.” 

Dieser Satz leuchtet unmittelbar. ein, wenn man statt der imaginären e” 

eine reelle, positive Constante a setzt. Wenn nämlich das bestimmte Integral 


Ne) dr den Anforderungen einer mathematischen Grösse nach (Nr. 105 u. 106) 
0 


meiner Integralrechnung entspricht, so gelangt man beim Uebergange von r in 


ar auf die Gleichheit 


Jaf(ar) dr — //(r)ar; 


wo die positiv angenommene reelle Grösse @ willkürlich ist. Setzt man aber a 
imaginär und von der Form e”, d. h. ersetzt man r in demselben bestimmten In- 
tegrale durch re”, so zeigt sich zwar 0 als unterer, nicht aber & als oderer 
Grenzwerth des umgebildeten bestimmten Integrals. Hierin besteht das eigent- 
liche Wesen des obigen Satzes, dessen Begründung und Brauchbarkeit in der 


Theorie bestimmter Integrale Folgendes zeigen wird. 
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1. 
Bei Feststellung der Gleichung 


y = /aflar) dr, 
0 


werde die allgemeine reelle, oder imaginäre Constante @ von der Art angenom- 
men, dass die Function /(ar) für keinen innerhalb 0 und fallenden Werth 
von r unendlich gross wird. 


Zieht man hieraus den Differentialquotienten von Y nach a, so erhält man 
dy > 2 » 
au AEER ar)dr af, (ar)rdr. 
zu Jana fohten 


Durch theilweise Integration ergiebt sich, beachtend die unmittelbar vorher getrof- 
fene Feststellung für a: 


Japı(a r)rdr = [rf(ar)])e=») — [far) dr. 


Wenn man daher die zweite Voraussetzung macht, rf(ar) gehe fürr = w in 


’ ; u By 
Null über, so ergiebt sich = = 0; woraus folgt, dass y von @ unabhängig ist, 


und dass der am Eingange aufgestellte Satz folgende abweichende und einfachere 
Form bekommt: 


N 
Das bestimmte Integral Saf (ar) dr, wo f ein Functionszeichen ist, än- 
0 


dert seinen VVerth nicht, während die reelle, oder imaginäre Constante a 

der Variable z= ar alle /Werthe durchläuft, innerhalb welcher die Func- 

tion f(z) nicht unendhch gross wird. Üeberdiess muss diese Function 
con der Art sein, dass das Product rf(z) fürr= & Null ist. 

Erste Anmerkung. Ist unter den zusammenhangenden Werthen von a, 

die der ersten Anforderung dieses Satzes entsprechen, die reelle positive Einheit, 

so hat man für alle diese WVerthe von a, sie mögen reell oder imaginär sein, die 


Gleichheit: 
(1.) Jaf(ar) dr = (fr) dr, 
0 o 


falls noch die andere Bedingung des vorausgesetzien Satzes, dass rf(ar) beı 


r=%& in Null übergeht, ebenfalls erfüllt wırd. 
Crelle’s Journal f. d, M, Bd. XLVIll. Heft 2, 21 
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Zweite Anmerkung. Zum richtigen Gebrauche des obigen Satzes ist auch 
noch Folgendes zu beachten. 

Wenn die Bedingungen des vorausgeschickten Satzes nur für die inner- 
halb a, und z, fallenden Werthe von a, nicht aber für diese Grenzen selbst, Statt 
finden, so hat man, wenn « einer dieser Zwischenwerthe ist, zu (1) folgende coor- 
dinirte Gleichheit: 


Jaf(ar) dr — faf(ar) dr , 


wo nunmehr für a bloss sämmtliche innerhalb a, und a, fallenden Werthe an- 
genommmen werden dürfen. Aehnlich verhält es sich, wenn die Bedingungen 
des Satzes für sämmtliche innerhalb a, und a, fallenden Werthe von a, diese 
Grenzwerthe ausgenommen, erfüllt werden; u. s. w. 


2. 


Als erste Anwendung setze ich das bestimmte Integral 


202 a m+ )pi 
ra + rind 


wo m und n reell und positiv, und m+1<n sein sollen. Hier ist 


zn 


a=e, z=re* wd f(@)= Ir 





also treffen die Bedingungen des Satzes für alle Werthe von @ ein, die nicht 
a’ = —1 geben, d.h. für alle Werthe von p, die nicht np ungerade Vielfache 
von sind. 

Sieht man nun auf den Fall, wo np zwischen —r und + liegt, so 


kann im vorgelegten bestimmten Integrale np = Ü gesetzt werden, und es er- 


em+)piy m 
ir rim d = Fr n dr; (—a<np<r) m 
2 
0 


Führt man hier für das bestimmte Integral rechts dessen bekannten Werth ein, 


giebt sich: 





so Ist: 
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n 
npi „Aa 7 ” 
8ite"r nSin, (m + 1)- 


Hieraus ergeben sich, durch Absonderung der reellen von den imaginären Theilen, 
wenn noch np durch © ersetzt wird, folgende Integrale: 


j ._n—m—] ze 
1r2rr00.047 0 Sin u rmmml, 


- 7 

















R . m-+]1 
fi yrmın dr Sin. > 0 r 
1 _ Onfne Mr man = ee ; 
Ä 1+2r(Cos.O +r Sın.O Sin. *+- m 


wo @ alle innerhalb — x und + x liegenden Werthe haben kann. 

Erwägt man, dass diese Ergebnisse, ihrer Deduction nach, für alle reelle 
positive Werthe von zn und n, die m-+ 1 < n geben, Bestand haben, und fer- 
ner, dass die erste dieser Gleichheiten durch Erhöhung vo: zn um n genau die 
zweite giebt, so zeigt sich die erste allein, d. h. das Integral 


” ._.n—m-—] 7 
a) f EFERERR 25 
0 


1+ 2r"Cos.9+r? — SinO snr—m-i_? 








für alle zwischen — x und + liegenden Werthe von ©, so wie für alle reellen, 
positiven Zahlenwerthe von zn und n, die der Ungleichheit m-+1 < 2n genü- 
gen, als begründet. 


3. 


Zur zweiten Anwendung nehme ich die von Herrn Cauchy in einer zwei- 
ten, neben der am Eingang erwähnten Note mitgetheilten zwei bestimmten 











Integrale. 
Wenn 
+l 
A = JA or A+d ++" Al-a)” _de 
(Cos.Ö + ia Sin, O)y"* I-a? 
(2.) = +1 
gg - Id + - AHA), da 
i(Cos, 9 + ia Sin. O)”+” 1— a? 


| 


21* 
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gesetzt wird, so gelangt man zu 


1 
(1 a)r1(1+ a)" Rn + "(Lay | 
A 4- Bı = nn 2: () tieSin. Oym+n da +2 } (Cos. Oz iaSin, Hy" Orr da r 





wo die obern oder untern Zeichen zusammengehören. Ersetzt man im ersten 


l—r 
dieser Integrale die Integrationsvariable « durch ) 1 und ım zweiten durch lar’ 


so ergiebt sich folgende nie 


N f d 
u 5 
ll. ' __ Om+n ‚„E(m+n)Q 
AtzBı=2 € fa re* 2Qi)m+n 9 





die, wenn der Einfachheit wegen einstweilen p = =&20 gesetzt wird, mit fol- 
gender gleichbedeutend ist: 


an 
' e"Pi gr! dr 
TO +n „E(m-n) FH De 
A= B ı = 2” e ( of; di rem b) 
10) 


Dieses bestimmte Integral entspricht, wenn zn und n positive reelle Grös- 
sen sind, allen Anforderungen des aufgestellten Theorems, falls nur «= e” von 
— 1 verschieden angenommen wird. Erklärt man nun p für innerhalb — x und 
+ liegend, so darf man auch p = 0 setzen, und erhält: 


n 
n—1 
A Bıi= er f dr 


ei — r)mtn ’ 





0 
oder, nach (Nr. 217) meiner Integralrechnung;: 


Tem . 


— " — Ym+n ‚„E(m—n) Qi 
AK Bi 2% et 


woraus die von Herrn Cauchy aufgestellten Ergebnisse: 


| (m) T'(n) 
. AR Fasa ‚os. (m—n)G , 
T (m) T (n) 
BER T ee Sin.(m — n)® 


folgen, in denen nach den obigen Feststellungen @ zwischen —3r und +37 zu 
liegen kommt. 
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4. 


Wird, um noch ein von Herrn Cauchy ohne Beweis gegebenes Resul- 
tat nachzuweisen, in dem vorhin durch A ausgedrückten bestimmten Integrale 
durch !(n-++1) und n durch !(m — 1) ersetzt, so ist: 


“+1 


A— A)! md da Tsm—DTXm+D 


— Dm-1 Ba eye 17“ 5 


/ (Cos, 9+i «Sin. O)m Cos.). 





Da ® zwischen —;r und +3 fällt, so kann Tang. © alle reellen, nicht unendlich 


} b 
gross werdenden Werthe bekommen. Wird demnach Tang. 0 durch z ersetzt, 


so erhält man 


“+1 
Aa Ida _ gm Tin -D/in+) a 
, (a+ bei)" 7” I (m) (a? + BP} m+1) ’ 


wo a nothwendig von Null verschieden ist. Berücksichtigt man noch eine Eigen- 
schaft der Function T (Gl. (3) in Nr. 222 meiner Ir.), so erhält man auch: 


+l 
(3.) Beurer 
r (a+baiym 4% = ” Im (a? bP)im+V ) 





wo zn eine beliebige reelle positive Zahl und grösser als 1 ist. Eben so sind a 
und d beliebige reelle Zablen; bloss mit der Beschränkung, dass @ von Null ver- 


schieden sein muss. 


d. 


Sehr brauchbar ist das obige Theorem, wenn Ergebnisse des Integrirens, 
welche allgemeine, reelle Constanten enthalten, auf imaginäre oder gar com- 
plexe Werthe derselben zu übertragen sind; wovon hier schliesslich ein Beispiel 


folgen soll. 
Wie bekannt, ist 


(4.) fi jan e”dr=m”L[(a) ; 


0 


wo aund m reelle positive Zahlen sind. Geht in dem bestimmten Integrale r 


in re über, wodurch solches zu 
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Ver pa-l g-mreP! ]r 

0 
wird, so entspricht dieser Ausdruck, mit der für m getroffenen Feststellung, allen 
Anforderungen des Theorems, wenn man p bloss der Werthe von —4 bis +! 
fähig erklärt. Es liefert demnach dieses bestimmte Integral für die eben erwähn- 
ten Werthe von » denselben Werth, wie bei der Annahme p = 0; folglich ist 


‚mn 
. EN. Kr ‚pi we 
Ser r et drama TR), 
0 


oder auch 


in 


a— —_ Pi —(Api _ 
Jr ee ET ae u ce; 


Wird nun mCos.p = a und mSin.p = ß gesetzt, so ist 


N 


fr e (#9 Ir ze (& + Bi) T (a) 
0 
woraus folgt, dass die Integralbestimmung in (4) noch Bestand hat, wenn auch n 


eine complexe Zahl «+ Pi ist; wobei jedoch der reelle Theil « nicht negativ 
sein darf. 


Anmerkung. Streng genommen darf & nur insofern gleich 0 gesetzt 


werden, als man dem Ausdrucke r*e””", beim unendlichen Wachsen von r (wo a 


reell und positiv ist), den Grenzwerth 0 anweiset. 


Zürich, den 13. Novbr. 1848. 











: 9, Raabe, Wurzeln alg. Gleichungen durch Differ.-Gleichungen ausgedrückt. 167 


9. 


Zurückführung der Wurzelform einer 


algebraischen Gleichung 
auf die Integration linearer partieller, oder auch eines Systems 
simultaner gemeiner Differentialgleichungen erster Ordnung. 


(Von dem Herrn Dr. Raabe, Professor der Math. an der Universität zu Zürich.) 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft zu Zürich,) 





1. 


I. dern allgemeinen Ausdruck 
(1) &"+ax0"T 2,20"? ....0,1%ta,—=0 


einer algebraischen rationalen Gleichung mten Grades, stellen wir uns unter den 
Coefficienten Qj, Aa .... A, beliebige, von = unabhängige Zahlengrössen vor, die 
unter einander in keiner gegenseitigen Beziehung stehen. 

Werden die m Wurzeln der Gleichung (1) durch x, , &2 , 23 3 ...-- En 
bezeichnet, so ist bekanntlich irgend einer der Goefficienten in (1), etwa «,, wenn 
derselbe noch mit (— 1)* ınultiplicirt wird, der Summe aller Comoinationen be- 
sagter m Wurzeln zur kten Classe, ohne Wiederholungen, gleich, wo die ın je- 
der Combinationsgruppe vorkommenden k Wurzeln als gegenseitige Factoren 
auftreten. 

Dieses vorausgeschickt, stellen wir die Gleichung (rm —1)ten Grades, 
welche, mit Ausnahme der einen Wurzel x, (wo p alle Werthe von 1 bis m ha- 
ben kann), alle übrigen Wurzeln mit der Gleichung (1) gemein hat, durch 





f a) eat 0 
| dar. Alsdann finden unter den Coefficienten (p)ı 5 (Pr 3 (Ps > ----- (P)m-ı die- 
Ä ser, und denen a, , % , 43 3 ..... a, der vorgelegten Gleichung (1), folgende ein- 


fache Relationen Statt: 
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a = (p)ı — {I 


h = (P)a — &%) (p)ı ’ 


= (pa, 
A, — X) (Pan-ı ; 


wo die ganze positive Zahl k alle Werthe von 2 bis n— 1 haben kann, und wo 
irgend ein Symbol (p), die Wurzel x, nicht enthält. 

Aus diesen Relationen ergeben sich nach und nach, von der ersten ausge- 
gangen, folgende andere: 


(p)ı a, t%,» 


(4.) (P)r 


uni „2 —?2 -] 
(D)n-ı u An + An? %) + U m-3 X) + .ooo90*+ aA, %, nn I, . 


Geht man hingegen von der letzten Relation in (3) aus, so gelangt man zu den 
Gleichungen 


Un (A,n OGn—1 Am Gn— Üm—2 


(P)m-ı Zune 2 7° (P)m—2 .. x2 a. FE E (Pm-3 0 23 et Wr Co I 


u. 5. W. 
von welchen wir jedoch im Folgenden keinen Gebrauch machen werden. 
Die hier aufgestellten Ergebnisse setzen stillschweigend voraus, dass der 
Grad der Gleichung (1), also die Zahl zn, mindestens gleich 2 sei. 


2. 

Irgend eine Wurzel der Gleichung (1), z. B die Wurzel x,, kann als 
Function der Coefficienten a, , 4, , Q3 3 .....27„ angesehen werden. Stellt man 
sich ın dieser (zwar unbekannten) Function, eben die Coefficienten durch die be- 
kannten symmetrischen Functionen der Wurzeln (wie etwa die Gleichungen (3) 
sie angeben) ersetzt vor, so darf’ die zuerst erwähnte Darstellungsgleichung von 
x, nach jeder der m Wurzeln für sich, oder partiell differentürt werden. 


Wird die partielle Differentiation zuerst nach x, ausgeführt, so gelangt 
man zunächst zu: 
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dx, da, , dx, da, dx, das dx, dam 


En 





Wird in den Gleichungen (3) p = 1 gesetzt, so folgt aus denselben: 


d d das Da 
el), 2 -Ds ar dee = Dan 


| 
l 


mithin geht das vorige partielle Differentiations- Ergebniss in 


F + dr, dx, 
rt Det Um, =] 





über. Wird ferner dieselbe, in Eingange gedachte Bestimmungsgleichung für 


x, nach x, partiell differentiirt, so gelangt man, da x, von x, unabhängig ist, zu- 


\ 


nächst zu: 
.. de, ‚da, dx, da, dx, das dx, ‚da; 


—— — 0 —— — — 


— da, de,‘ da, da, ' das de, 7 "dan da," 





Setzt man in den Relationen (3) p = 2, so ergiebt sich aus denselben: 


da, De — 
a =, 


L, 


dds r dan 
— (2), » dx, = oo (2), 00008 y dx, —— — (2).-ı ; 





folglich geht das obige FRE Differentiations - Ergebniss in 


(6) EHE... On = 0 


über. Wird weiter dieselbe gedachte Bestimmungegleichung nach x, partiell 
differentiirt, so gelangt man, ähnlich wie zu den eben aufgestellten, zu der fol- 


genden Gleichung: 


ze 





(7.) + + Or 1 + N ().-ı 2 =. 


Fährt man auf diese Weise fort, so gelangt man zuletzt zu einem partiellen Diffe- 


rential- Ergebniss nach ,, von folgender Form: 


= dx de, 
(8.) EN = + (m 5 RR (Mar ga, = °: 
Multiplicirt man diese, durch partielle Differentiationen nach &,, X, X, ..... Km 
in (9, 6, 75 ..... „ 8) erlangten Ergebnisse nach der Ordnung ihrer Folge mit 
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f f w/) R/ h P ® .el, 
al, 05,25 2... X und nımmt die Summe, so erhält man folgendes Summen- 


Ergebniss : 


= 5, Jr 

wo die Summenzeichen über alle ganzen Zahlenwerthe von 1 bis m sich er- 

strecken, und wo wir unter h irgend eine ganze Zahl, Null mitbegriffen, verstehen, 
Ersetzt man hier die Symbole (p),, (P)a»..... (P)m-ı gemäss den Gleichun- 


gen (4), und bedient sich folgender abkürzender Bezeichnung: 
(9,) Serra ....d, 
so stellt sich das zuletzt erlangte Summen - Ergebniss folgendermaassen dar: 


dx, 


Ss 


h da, 


u de, dz 
+ (Sur + dı. 54) da, u (Syr2 dı. Sr .; 2. I) da, 


(1.) BEHRRERERETER  — * ancalent REN Se BIER AEGERR- ODER 


on (Sırm-ı + 4,.Sm-2 + Au Or An-ı: S,) -_ ger . 1; 
wo der geringste Werth von m, wie schon gedacht, 2 ist, wo aber /h alle ganzen 
posiliven, so wie negativen WVerthe, und auch den Werth Null haben kann. 

Bekanntlich ist $, (wo X irgend eine ganze Zahl, Null mitbegriffen, ist) 
durch die Coefficienten und durch die Gradzahl mn der Gleichung (1.) darstellbar; 
also haben wir ın (1) eine lineare partielle Differentialgleichung zwischen der 
Wurzel x,, als der relativen Variable, und den Coefficienten a,, Q;, 

Gleichung (1.), als den absoluten Variabeln, die von nicht unbedeutendem Wer- 
the bei der Bestimmung der Wurzelform einer Gleichung vom mten Grade ist, 
Wird ferner die oben angedeutete Willkürlichkeit der Zahl Ah in Betracht gezo- 
gen, so zeigt sich weiter die unendliche Mannigfaltigkeit dieser aus (I.) zu ziehen- 
den linearen partiellen Differentialgleichungen ; von denen jedoch, wie sich von 


selbst versteht, blos zn unter einander wesentlich verschieden sind. 


3. 


Ehe wir zu einer nähern Discussion der partiellen Differentialgleichung (1.) 
übergehen, stellen wir die bekannten Relationen auf, welche zur Bestimmung von 
$, aus Gleichung (9.) führen. 











9, Raabe, Wurzeln alg. Gleichungen durch Diff.- Gleichungen ausgedrückt. 171 


Erstens hat man, wie aus der Gleichung (9.) unmittelbar folgt: 
(10.) S, = m. 


Zweitens findet für alle ganzen und positiven Werthe von r=1 bisr=m, 
die Recursion: 


11) S$S+4.81+%S.+..... a,_.S,+ra, =0 


Statt. 
Drittens hat man für alle ganzen Werthe von r die Recursion: 


(12) Sur + a. Sar-ı Fa Senat oo... 08,0, 


die, wenn r positiv gesetzt wird, als Ergänzung von (11.) zur Bestimmung von 
S, anzusehen ist, wenn X ganz und positiv ist. 

Viertens folgt aus (12.), wenn r negativ und ganz, aber numerisch klei- 
ner, oder höchstens gleich zn ist, mit Zuziehung der Gleichungen (10 u. 11), fol- 
gende Recursion: 


(13.) Ans S_, + Anl ‘ SH ins UOm-r+1 ® S_, r TOm-r = v. 


Fünftens ergiebt sich, ebenfalls aus (12.), wenn r durch — m — r ersetzt 
wird, folgende Recursion: 


(14.) Un: N ER . Am . S_ m—r+l 2 Am-2 . eu + ..... da, ® S_,_ı + S_, — 0 ’ 


die, mit der vorhergehenden vereint, zur Bestimmung von S_, für alle ganzen 
und positiven Werthe von A benutzt werden kann. 


4. 


Setzt man nun in der allgemeinen linearen partiellen Differentialgleichung 
(L.)A=0, so nimmt solche, die Gleichungen (10 u. 11) beachtend, folgende 


sehr einfache Form an: 


u dx dx, dx, dx, 
(15.) mat (m — N)a,a,+ (m — 2) u Lang, =—1 


Integrirt man diesen Ausdruck nach der Lagrange’schen Verfahrungsweise, wel- 


che ich in (Nr. 567.) meiner Integralrechnung ebenfalls mitgetheilt habe, so 
22* 
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gelangt man, mit Uebergehung aller Zwischenrechnungen, zu folgender Integral- 


gleichung: 


(16.) X = + p(bi, ba; b3, ..... bun-ı) ’ 


wo das zweite Glied rechts eine willkürliche Function der m —1 Grössen b,, b,, 

bist, die wir in der Folge einfach durch y darstellen werden. Die 
Grössen d,, ba, bs, bu, hangen von den Coeflicienten der vorgelegten Glei- 
chung (1.) in der Weise ab, dass, wenn k einer der Zeiger 1,2, 3, .....m—1 
st, die Grösse Ö, durch folgende Gleichung bestimmt wird: 


(17) »=au-al”, )a u. [u 
h 2)@ Re +1; 


* in der Entwickelung des Bi- 


wo ein Symbol wie (2) 4 den Coelficienten von & 


noms (1-+ x)’ ausdrückt. 

Dieses Ergebniss (16) erledigt zum Theil die im Eingange, in (Nr. 2) an- 
geregte Aufgabe, welche die Darstellung einer Wurzel &, der in Rede stehenden 
algebraischen Gleichung als Function ihrer rn Coefficienten a,, a,, A, Ver- 
langt. Man sieht nämlich aus diesem Ergebnisse, dass besagte Wurzel noch 
von einer Function p abhängig ist, die bloss die mn —1 Argumente d,, 6,5 .. b,.-1 
einschliesst, deren allgemeiner Repräsentant durch dx in der Gleichung (17) gege- 
ben ist, Ueberdies nehmen wir aus demselben Ergebnisse in (16) ab, dass das bei 
den Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades übliche Verfahren, das 


zweite Glied, ehe zu deren Lösung geschritten wird, wegzuschaffen, allgemein 


Pe 2 j nei, 
bei jeder Gleichung zu befolgen sei; worauf namentlich das Glied in der Glei- 


chung (16.) hinweiset. Ersetzt man nämlich in der vorgelegten m-gradigen Glei- 


chung (1.) die Unbekannte x durch +9; so erhält man in Bezug auf p 


abermals eine Gleichung znten Grades, in welcher das zweite Glied fehlt und in 
welcher die Coefficienten der übrigen Glieder genau die durch d,, ba, ..... Oneı 
vorgestellten Grössen sind; daher auch der Werth von g eine Function dieser 


m — 1 Argumente sein muss. 
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9. 


Die allgemeine partielle Differentialgleichung (I.) sind wir nun mittels des 
Ergebnisses (16.) in eine analoge umzubilden im Stande, in welcher g die relative 
Variable ist und die mn — 1 Argumente Öb,, ba, ..... öm-ı die absoluten Variabeln 
vorstellen. 

Man kann zu diesem Ende die partiellen Differentialquotienten von x,, 


nach 2, Ay....i; Qa„, aus (16.) entnehmen. So z. B. wird man 


dz, w dp m—3 dp m—3 “. 
a u N 1ı Ju 2 Ju Te 


e a ’ | a 
finden, wo der Kürze wegen « statt = gesetzt ist, Diese Bestimmung, so wie die 


der übrigen partiellen Differentialquotienten, die sich auf ähnliche Weise aus 
(16.) entnehmen lassen, wird man in die allgemeine partielle Differentialglei- 
chung (I.) einführen, und hierauf die Grössen a,, a3, ..... Q,„, der allgemeinen 


Gleichung (17.) gemäss, als Functionen von d,, ba, ..... b„_ı und « ersetzen. 


m— 


So gelangt man zu der partiellen Differentialgleichung, welche als 
Function von b,, ba ..... b,., enthält. Da aber in dieser Endgleichung die Grösse 


a, 
a oder = nicht mehr vorkommen darf, so kann die Umbildung um ein Bedeu- 


tendes vereinfacht werden, wenn, nachdem ähnlich wie vorhin, sämmtliche par- 
tielle Differentialquotienten von x, aufgestellt worden sind, die in denselben 


explicite noch vorkommende Grösse« durch irgend einen — jetzt durch 


den Nullwerth, ersetzt wird. Diesermnach hat man in za „ den Ausdruck: 


1 m—?2 dp, m—k\ dp dp 
R% m 1 + ı )@ db, Ch ı Ja db +. Am-ı: dbn—ı M 
und statt der partiellen Differentialquotienten 


dx, dx, dı, 
a u 





beziehlich folgende: 


dp dp dp 
db, ! db, N) dbn—ı 





in die allgemeine partielle Differentialgleichung (I.) einzuführen und, nachdem 
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solches geschehen, die Grössen a, 3 9,4 3 :.... Am bezüglich durch 0, d,, 
b„-ı zu ersetzen. 
Dieses Alles ausgeführt, gelangt man zu folgender linearen partiellen 


Differen tialgleichung 


= 
. + (Su + bi Suites — br Ss.) 


S' h+1 =; + (5 +2 7 St 


d 
ENT b,$°, 5" Ai PER ERDE 


(11) 


m—1 dp 
m—3 ass + — tim-2S', dba-ı 


wo unter S”, der Werth von S, zu verstehen ıst, wenn man @, 3 Q 3 Ay 3 +... Am 
beziehlich durch 0, 2, , Öb, , b„_, ersetzt. 

Der kleinste Werth von zn ist hier noch immer 2; die Zahl A ist hier nur 
angebbarer ganzer Werthe fähig, weil bei der Annahme A = die eben gefun- 
dene partielle Differentialgleichung in die Identität 0 = 0 übergeht. 


6. 
Erwägt man, dass gegenwärtig folgende Gleichungen bestehen: 
$9,=m, S,=0 ,„ ,+2,=0 ,„ S,+3b,=0, 
so wie, dass für alle Werthe von r=4 bis r = m folgende Gleichung Statt findet: 
$,.+bS,, + bSIS',, + .....5,_,8,+rb,1>=0; 


so zeigt sich, dass die allgemeine partielle Differentialgleichung (H) für A =0 in 
folgende übergeht: 


d p d p 


u. AB dp 
2, +4b 


+36, 1 3 db, u ch 


(18) 22, 


Diese lineare partielle Differentialgleichung integrirt, giebt 


(19.) p -— Vbı.$' (c, 5) Ca . C3 . 
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wo y* eine auf die Grössen £ 5 £2 3 +.:». Cm-2 Sich beziehende willkürliche Func- 
tion ist, die wir in der Folge einfach durch y’ andeuten werden. Für die neu 
eingeführten Grössen €, 5 €2 3 .....C„n-„ hat man, wenn k einen der Werthe 


7 PE TRBWBOR m — 2 vorstellt, die allgemeine Gleichung 


b? 


(20.) “> ken» 
1 
Dieses Ergebniss (19) führt die Eingangs (Nr. 2) angeregte Frage um 
einen neuen Schritt der Erledigung zu. Mittels desselben geht nämlich die Glei- 


chung (16) in folgende über: 
a, 
(16‘.) ee Vbı-P'(Cı 2 &2 3 € 9 ++... Cm-) > 


aus welcher folgt, dass die Bestimmung von x, nur noch von der Ermittelung ei- 
ner Function y’ abhangt, die lediglich noch die m — 2 Argumente c, , Cy3.... Cn_. 


enthält. 
Anmerkung. In dem besondern Falle m = 2, stellt die hier eingeführte 


Function y‘ nur noch eine Zahlenconstante vor; d. h. wenn x, eine Wurzel der 


Gleichung zweiten Grades ©’ + a,x= + a, = 0 ist, so hat man nach (16): 
= —jia+ceYbh=—3a+cV(la,—4a)); 


wo c die besagte Zahlenconstante ist. Führt man diesen Ausdruck der Wurzel 
in die Gleichung zweiten Grades ein, so gelangt man zu  +1=0; und wenn 
diese Gleichung aufgelöset und das Ergebniss von e in den vorigen Werth von 
x, eingeführt wird, so gelangt man auf die bekannten Wurzelformen einer Glei- 


chung zweiten Grades. 


7. 


Nach der unmittelbar vorhin gemachten Bemerkung dürfen wir nunmehr 
die Annahme m = 2 ausschliessen; so dass in der noch übrigen Umbildung der 
partiellen Differentialgleichung (II) der kleinste Zahlenwerth von zn gleich 3 ist. 

Zu dieser Umbildung, die zur Bestimmung von g‘ abermals eine lineare 
partielle Differentialgleichung geben wird, entnehmen wir aus (19) die partiellen 
Differentialquotienten von p nach d, 5 6b, 5 .....b„.1; was auf folgende Gleichun- 


gen führt: 
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dp ı:1 . dg' dp 
| db, Vo, u. 3Cız, Ag Mm 
(21.) | 


d: Cn—2 





dog /x-ı dp 
7 Pi =2/ di "da ? 


db; 


wo k die Zahlen 2, 3, 4, .....m —1 sein kann. 

Führt man diese asia wie die von g aus (19), in (II) ein, so 
gelangt man zu einer Bestimmungsgleichung der Function p‘. Diese hangt le- 
diglich von den neu eingeführten Argumenten c; , €, 3»... Cm-2 ab; also darf die 
in der besagten Bestimmungsgleichung explicite noch vorkommende Grösse 5, 


durch jeden constanten Zahlenwerth, ım vorliegenden Fall am bequemsten durch 


i ii .. . dp 
die reelle positive Einheit, ersetzt werden. Diesemnach wird man statt 2b, ? den 


Ausdruck 
1 dp’ dp _ dy' 
a Farge, Age M Oman ? 


zu setzen und darauf 


dgy do 
1b, durch 2Ye;_, . 


“(von k=2bisk = m—]) 


und die Argumente 5, 5 by ba 3 :.... bm-ı beziehlich durch 1, Yc,, Ye2 ,....Ve„_a 
zu ersetzen haben. 

Nimmt man alle diese Aenderungen mit der partiellen Differentialglei- 
chung (II) vor, so gelangt man, zur Bestimmung von %‘, auf folgende lineare par- 
tielle Br ve 


p' d r 
(11. ) A, ) - 3 En A, Y Pr ns A; Ve age Ei .... Ani ) (Ba 
ee © RR 
m 5 ad, rt ap" 


wo zur Vereinfachung der Darstellung die Gleichungen 


u. 2 
> } C, SS + 2 R 


4: N ae “ 
A,= N h+2""5 
— 


3 
A, = SS", +(1—-2Vc)S"ı+ Ve “ 


festgestellt worden sind. Für alle ganzen Werthe, vnk=3 bis k=m—2, 
besteht folgende Gleichung: 
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In allen diesen Gleichungen stellt S”, den Werth von $‘, vor, wenn in diesem 
die Argumente d, 5 da 3 d3 3 ....-Öm-ı bezüglich durch 1, Yc, , Vez ,....Ve,_, er- 
setzt werden. Der kleinste Werth der hier auftretenden ganzen Zahl zn ist 3; 
die Zahl h endlich kann, mit Ausnahme des Nullwerths, so wie der positiven Ein- 
heit, für welche Werthe die Gleichung (III) auf Identitäten führt, alle übrigen 
ganzen Zahlenwerthe haben. Schliesslich bemerke ich noch, dass da, wo man bei 
einer speciellen Verfügung über m oder h auf c, geführt wird, dieses durch die 
reelle positive Einheit, so wie jedes c_, durch die Null zu ersetzen ist. 

Anmerkung. Die partielle Differentialgleichung (III) ist es, auf die ich 
bis jetzt gelangen konnte; ihre Integration erfordert, wie bekannt, die vollständige 
Integration eines Systems von zn — 2 simultanen gemeinen Differentialgleichun- 
gen; welches Endziel ich jedoch bis jetzt vergebens anstrebte. 


Zürich, am 2. Decbr. 1850. 
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10. 


Ueber den gegenseitigen Zusammenhang einiger 
Functionen. 


(Von Herrn Dr. Raabe, Prof. an der Universität zu Zürich.) 


(Aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft in Zürich.) 


1. 


D:. Integralrechnung, die Quelle neuer Functionen, giebt auch die 
Hülfsmittel ihrer nähern Erforschung und zeigt die Wege zur Kenntniss ıh- 
rer gegenseitigen Beziehungen. Ein kleines Beispiel davon wird die vorliegende 


Mittheilung geben, wo folgende drei Functionen von z: 








l z 1 2 1 2° 1 z* 
1) Baal rt a 
I gi 
‘ EZ) un „a a re A bu} ini in 
2) va)=1-z3 5 +5 34 Tat 3108 
1 





3) S)=1+( -5)i5+ (1-3+ at (1- 5+ nat 


in denen die Reihen rechts für alle Werthe von z convergent sind, in gegenseitige 
Beziehungen werden gebracht werden. 


I. Für jeden positiven Werth von «a ıst 
0 00 2 2 Ü* +) ao 2 > 
/ (Je ‚dy) e” dx = / EM de) e”’dy, 
0 0 0 0 


wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Vollzieht man die 


in den Klammern enthaltenen Quadraturen, so ergiebt sich 
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1 
Ersetzt man x durch xYa, 1-+«Yy durch y, und « durch 7 so erhält man 


a 1 or 
irmdı= se Var (a, 5 


0 1 
wo nunmehr a reell und positiv sein soll. 
Nun ist nach Nr. 200 meiner Integralrechnung;: 


ee) 


—a 


Yy 








= V7— 2320); 





und eben so habe ich in Nr. 16 der Züricher Mittheilungen: 


(4.) fi Lad dx =}re’—e'“YryY(af(a)) 


0 


gefunden; daher findet die Gleichheit 
ab(22) = e:Yf(z) , oder (22)? = e”’f(z) 


Statt; welche eine der angekündigten Beziehungen ausdrückt. 


II. Auf eine zweite Beziehung führt folgender Ausdruck: 


e) e) 1x ; 2 Coszy 
e’Cosxyd )i4 38 = f / dx Ye d y 
Id re) Jr 


wo a und / reelle positive Constanten sind. Vollzieht man die bestimmten Inte- 
grationen innerhalb der Parenthesen nach (Nr. 162 und 164) meiner Integralrech- 


nung, so gelangt man zu der Gleichung: 


1 gr 4a a 
ae /f? ay r) 
Va Sur =y fe ” Jay, 


die, wenn 2 durch 5 me ersetzt wird, in folgende übergeht: 


be) El » a? 
ea 
-(ey?+Py) 
f. M)dy= Yon + „dx, 


in welcher £ reell, « aber reell und positiv ist. 


23 * 
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Ersetzt man die Integrationsvariable y durch y—y, nimmt dann «= a, 


B=b+2ac,y=c an, und ersetzt hierauf die Integrationsvariable & durch 
(b»+2ac)x, so hat man auch: 


»(b+2ac)?x? 


er -(be+ac?) ya re 
‚(ay?+by) 5 dx 
J. dy= 6 la ’ 


c 


wo b und c reell sind, @ aber ausserdem noch positiv sein muss. Berücksichtiget 
man die oben in (4 und 5) aufgestellten Ergebnisse, so geht die Gleichung in fol- 


gende über: 


)% 
2 —I1l1/z 5b-+-2ae re )|: 
—(ay?’+bı r 
(6.) Je (ay dy ee 3V:-5 ee, (% 


aus welcher auch leicht folgende gefunden wird: 


s 


h’ 


(7.) pt dy u [% e 2ac) ' ee?) _ bab(S- -)] » 


wo, wie oben, 5 und z reell, & aber auch noch positiv sein muss. 

Um nun zu der angekündigten zweiten Beziehung zu gelangen, vollziehe 
man das bestimmte Integral links in der letztern Gleichung, unter der Annahme 
ce = &%, indem man den Factor e”” in eine nach aufsteigenden Potenzen von y 


geordnete Reihe auflöset. Werden hiebei folgende Hülfsgleichungen zugezogen: 


Dr 1 
Je ap >] Dual user; (Z)V: 
1.2.3.4.....2» = SIEH da 


und Die ren 
0 
so gelangt man leicht zu: 


(ay+by) 4, — -V? .* 36 
Se dy 5 23aP =) : 


0 


Das Ergebniss in (6) führt aber, ce = 0 gesetzt, zu: 


}% 


5? 
(6°.) Je (ay? W)dy= Ly2 2.) ; 








10, Raabe, über den gegenseitigen Zusammenhang einiger Functionen. 181 


\ b? \ 
und so gelangt man durch die Annahme 1,7: u folgender zweiten Bezie- 


hung: 
(8.) e’rb(2z) = y(22). 


Stellt man dieses Ergebniss mit dem in (5) dargestellten zusammen, so er- 
geben sich für die drei aufgestellten Functionen folgende gegenseitige Bezie- 
hungen: 


(A.) pl =ekf(iz) , be” =erf(z), 


die mit den folgenden zugleich bestehen: 


B) ge)=eryfaz2) ,;„ paa=ery/G) ;„ JA =SAZ); 


wo in den beiden erstern die zweite Radix nur die positive Bedeutung hat. 


2. 


Wir gehen nun von einem allgemeineren Doppel-Integrale als dem in (1) 
voriger Nr. aus, nämlich von folgendem: 


wo ß reell, « aber reell und positiv ist, 
Berücksichtiget man eines der Ergebnisse der in der vorigen Nr. citirten 


Mittheilung (16), so hat man den Ausdruck 


ß 
Set) d4x = Bert wWeyfli+ay)@]; 


0 


welcher, beachtend die zweite der Gleichheiten (B) in voriger Nr., mit folgendem 
gleichbedeutend ist: 


B 
Je Om da = BP (l+ay)). 
2 


Diesemnach geht die hier vorgelelegte Gleichung in folgende über: 


pc’ © 
Nrarde= Sara ramderay, 
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welche, wenn & durch «a? ersetzt wird, weiter folgende giebt: 


[ ade = af @pAl+ay))eYdy, 
.o 


wo a und £ reelle Grössen sind. 


' x 
Ersetzt man in dem bestimmten Integrale links x durch —, so wie dann 


A 1 
in dem ganzen Ausdruck & durch „ und £ durch 6, so gelangt man zu: 


b 


J da = 2 fü[2#(1+%)]eray, 
. 


was durch gegenseitige Vertauschung von @ und 5 auch Folgendes giebt: 


=; [22(1+%) [ev27- 


Nach der Gleichung (12) der oben erwähnten Mittheilung ist aber : 


h a 
ER eo, 732 %ı b 
e 2.2 e X q 2 
2 zu Re. 
e— hi _mda+ Er. Ye zda=ınr —2 Je” da. Je” da 
E ro) [1] 0 


0 


so wie nach der Gleichung (8°) derselben Mittheilung:: 


Ver dx Se © ]x — aber(@ +P)Y[f(a?)/(09)] ; 


0 


oder auch, beachtend die zweite der Gleichheiten (B) in der vorigen Nr.: 


a, 5, 
Ser dx. fe” da = abıb(2a’)ı(20°). 


0 0 


Daher führen die vorhin aufgestellten zwei Gleichheiten zu folgender: 


felze (1+%)] "Ydy +ze fr E »(1+? era Tu 


2abw(2a’)ıh(22°). 


lır 
at 
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Wird noch im erstern dieser zwei bestimmten Integrale die Integrations- 
variable y durch 6°(z — 1), und im zweiten dureh a’(x — 1) ersetzt, so gelangt 


man zu: 
II Dura)e-rr dx + Sb (2B’x)e-rda = z,— 2rb(2ad)ıb(22°) , 


oder auch zu 


st 


Sb@az)e"dz HS @ba)e de = 57, b@a)2b); 


wo a und 5 angebbare, reelle und positive Grössen sind. 


Geht hier die Integrationsvariable & in 7 über, und ersetzt man hierauf 


a durch ca, so wie 5 durch cd, so gelangt man zu: 


Ss 2az)e* dx +ft (2bxr)e”"de= aVal — 2cıb(2ca)ıb(2cb) ; 


wo c alle, nicht negative, reelle Werthe haben kann. 
Wird hier e immer kleiner und kleiner angenommen, so wird auch der 
Subtrahendus rechts vom Gleichheitszeichen immerfort kleiner, so dass man zu- 


letzt zu folgendem Resultat gelangt: 

(9.) Js@ar)e* da + hi (2bx)e "de = av . 
Subtrahirt man von diesem das vorige Ergebniss, so erhält man: 

(10.) I Lax)e* dx + I (2ba)e "dx = 2erb(2ca)ıb(2cb); 
wo a, b und e reelle positive Grössen sind. 


Nimmt man die beiden erstern Gleichheiten in (B) zu Hülfe, welche 


ab(z) = e"p(z) geben, so hat man auch: 
re I 
(9°.) Sip(2aa) +y@ba)je"de=gyg ; 


(10°) Ss (2aa2) +y(2ba)]ePM dx = 2%ce"NMy(2ca)yp(2cb); 


was für dieselben Werthe von a, b, c wie die obigen bestehet. 
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3. 


Aus den zuletzt erlangten Ergebnissen lassen sich leicht Differentialglei- 





chungen erster Ordnung für jede der hier vorgelegten Functionen herleiten. 





Wird ın der Gleichheit (10)a=5b =! angenommen, so erhält man: 


> 
- 





J ab (a) e” 32. Ic —c u (c). 





Differentiirt man diesen Ausdruck nach der allgemeinen Constante c, so gelangt 


man unmittelbar zu 





ab (Jer3° = able)? + Zerble)ab(e). 





Ersetzt man c durch z, so erhält man 


(11.) blz) + 2zıl, (2) = e%8; 










welches eine der angekündigten Differentialgleichungen und wo in gewohnter 





Weise der Differentialquotient von ı'(z) nach z durch ab, (z) ausgedrückt ist. 






Wie Ausgangs der vorigen Nr. gezeigt, hat man: 






ıbe)=e plz); 






demnach ist auch: 








- 
Eu 


lg) He e. 


Führt man diese Bestimmungen in die aufgestellte Differentialgleichung (11) ein, 
























so gelangt man zu folgender zweiten Differentialgleichung erster Ordnung: 


(11‘.) pP) +2zy,(2)=1+zy(2), 
welche der Function »(z) angehört, und die man auch direct aus der Gleichheit 
(10°) der vorigen Nr. hätte entnehmen können. 
Endlich findet man aus diesen, mit Hülfe der einen oder andern der bei- 


den erstern Gleichheiten in (B), folgende Differentialgleichung erster Ordnung 
für die Function f(z): 


u 
(1—z)f()+zf()=e "YVlf@)], 
die auch in folgender Weise ausgedrückt werden kann: 


ni m 





—ıf@)=e yo). 
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Oder, wenn zf(z) = f/(z) gesetzt wird, so hat man die Differentialgleichung er- 
ster Ordnung: 


Den 


n 
ann) a =". 
Führt man noch rechts die Function) ein, so nimmt sie folgende noch einfachere 


Form an: 


Aa -SQ=ubR2) 


4. 


Wir geben noch ein Paar Summationen, die sich als Verificationen eini- 
ger der bisher gewonnenen Ergebnisse ansehen lassen. 
Aus den Begriffsgleichungen (1 und 2) erhält man leicht folgende: 


—a r er 1% ar —bx e „Jax 
ab (2 ax) er + ıb(2 bx) ud > 1.2.3.....k 2 3% wo (a*e 2 +/fe ) . 


Il 
ds 


\ 


m 
N 
© 


k—» k ‘ 
j BE (2a)* + (25)* 
[$ (2 ax) + p (2 bx)] e (a+b) = = 1.3.5.7 za (2k +1) , och e 


—(a+h)xX 


Multiplicirt man dieselben mit dx und integrirt sie hierauf vn =0bs =, 


so gelangt man, mit Zuziehung der Ergebnisse in (9) und (9°) der zweitvorher- 


el] 


(12.) nn RR. (— 1)* 1 at + bi 
2 


k 


gehenden Nr., zu: 





1 Pr" 
wo “ 2) der Coefficient von Y* ın der Entwickelung des Binoms (l-+y) ? ist. 


Die ohne Ende fortlaufende Reihe in der erstern dieser zwei Gleichungen 
ist nur für @ = b convergent. Diese Annahme führt auf die bekannte Leibnitz'- 


sche Bestimmungsgleichung: 


1 — ] ı L l 


ı 1 
9 ıl 


Die Reihe in der zweiten obigen Gleichung convergirt zwar für alle positiven 


reellen Werthe von a und 4 gegen einen endlichen Grenzwerth, der Minimun:- 
werth jedoch des Bruchs 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 2, 24 
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at + b° 
(a + b)* 


findet sıch für @=b. Daher hat man für diese Annahme: 


1 
‚a=1l+3+ 


u 


2. 


2 
5 tu 


sim 


3 
.7 


cr N EEe 
as re 


ud 


wo die Reihe schneller als eine geometrische Progression mit dem beständigen 


Quotienten zZ abnımmt. 


9. 


Die unendlichen Reihen, durch welche wir in Nr. 1 die Functionen (2), 
ı»(z) und f(z) definirt haben, convergiren für alle gedenkbaren Werthe von z 


gegen endliche Grenzwerthe, Daher finden die gegenseitigen Beziehungen die- 





ser Functionen nicht bloss für relle, sondern auch für imaginäre Werthe von 2 


Statt. Diese Bemerkung wollen wir benutzen, um einige neue Functionen und 


ihre gegenseitigen Beziehungen zu finden, welche sich in ihren Folgen auch auf 
die in No. 1 vorgelegten Functionen von Einfluss zeigen werden. 


Ist / die imaginäre Einheit Y—1, und setzt man die Gleichungen 
cp (zı) = ® (z) +1ıW (z) » 
(13.) ıb(z) = Plz) —ıW(z), 
SC) = F(z) + iF*(z), 


wo der Kürze wegen die Gleichungen 





>? z* g6 
v9=1-5757376897 34.68.02. 
rs 2° 2 
Ye)=33734607724168.0.17 "> 
77 I z+ 
F)=1-(1-3+35 )ias3+(1-5+ +5727r5)12.345 99 ' 


Fe) = (1-3)23-(1-3+5 =): 12347 +(1-3 45-7 + +5 NIE 
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festgesetzt sind, so lassen sich unter den neu eingeführten Functionen &(z), ®‘(z), 
PB (z)..... manche bemerkenswerthe Beziehungen angeben. 
. « r h ı z . 
Aus den beiden erstern Gleichheiten (D) folgt p(z) = «?"ı'(z). Geht hier 
z in zi über, so gelangt man, mit Beachtung der Gleichungen (13), zu: 
p (2) = W(z)cos!z+ w’(z)sin!z, 


(14.) 


D’z) = w(z)sin12 — W’(z)cosiz; 


aus welchen Gleichheiten sehr bald folgende gefunden wird: 
p (2) + % (2) = w(z)’ + W(z). 


Jeder dieser Ausdrücke, rechts oder links vom Gleichheitszeichen, lässı 
sich leicht durch eine ohne Ende fortlaufende convergente Reihe darstellen. 
Wird nämlich in der Gleichheit (11 Nr. 3) die Variable z durch z/ ersetzt, so 


gelangt man zu folgenden zwei Differentialgleichungen: 
(15.) (2) +22 %,(2) = cosız ,„ (2) +23 W,(z) = sinız; 


wo der unten beigesetzte Zeiger den ersten Differentialquotienten der betreffen- 
den Function nach z andeutet. 


Multiplicirt man die erste dieser Differentialgleichungen mit 5(z), die 


zweite mit *(z) und stellt hierauf ihre Summe her, so gelangt man, wenn eine 


neue Function A(z) durch die Gleichung 
12) = We)’ + W (2) 
eingeführt wird, auf die Differentialgleichung 


A(2) + 2A, (2) = (2), 


die durch Integration zu 


zA(z)= A+[%(:) d: 


führt, wo A die Integrationsconstante ist. Beachtet man die Bedeutung von &(z), 
und vollzieht die Quadratur rechts, so erhält man: 


N 4 1 ee 1 e 35 1 z’ 
A@)=A+r:2—- 3 735+5 1357977135791 t 


Wird hier z = 0 gesetzt, so ergiebt sich 4 = 0. Demnach hat man, wenn 


(16.) 1.2) = We)’ + W (zZ) —= D(2)? + @(z)? 
24* 
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gesetzt wird, folgende oben angekündigte Bestimmung von A(z): 


1 2? „6 


STIS5IE 136.707 T38. 710.0 


Durch dieselbe, so eben eingeführte Function Az) kann auch die Summe 
der Quadrate von F(z) und F*(z) dargestellt werden. Erwägt man nämlich, dass 
die Gleichbeiten in (13) auch dann noch bestehen, wenn z durch — 7 ersetzt 


wird, so gelangt man zu folgenden Gleichheiten: 
18) sehe Se, 
1) Sedfl- = F@)+F@; 
Aus dem dritten Zusammenhang in (D. Nr. 1.) folgt auch: 
plalb(e) =f@zı) ;, y—z)b(— zi) = f(— 321): 
daher geben die unmittelbar vorhergehenden Gleichheiten folgende Gleichung: 
(20.) F(z) + F’(z2)’ = (22) ; 


welches die angekündigte ist, und vermöge welcher die Gleichung (19) auch fol- 


gende Form annimmt: 
(19°) fz)f(— zi) = X(22). 


Ersetzt man wieder in den Gleichheiten (18. und 19°.) z durch z’, so hat 


man zunächst: 


gIPy- DIENEN , VE) —-D)=NLH), 
SA) 2)=h2zi), 


und vermöge der Begriffsgleichung (17) der Function A(z), wenn 





a Be: € 1 
eG.) au)=l+3 7305 +5.73870 +7 


gesetzt wird, folgende neue Beziehungen der im Eingange vorgelegten drei 


Functionen: 
IE, Vl-d= ul, 
> | En 
a) = uR:); 


wo die durch %(z) und «(z) ausgedrückten Functionen folgende einfache gegen- 


seitige Beziehungen haben: 
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(2) = (si), oder auch A) = u(zi), 
(D.) {und in Folge dieser auch: 
u(—2)=u(@) , wie M—2=4(). 
6. 


Ich schliesse diese Mittheilung mit der Bemerkung, dass die Werthungen 
einiger im Obigen mitgetheilten bestimmten Integrale nicht nur für reelle Werthe 
der in denselben vorkommenden allgemeinen Constanten, sondern auch für ima- 
ginäre Werthe derselben Statt finden. 

Wir wollen Dies gegenwärtig bei der Gleichung (7°) und mithin auch 
bei der ihr gleichbedeutenden (6.) in Nr. 1. zeigen, indem wir nämlich das Be- 
standhaben derselben auch bei der Annahme 6i statt 5 (wo 7 die imaginäre Ein- 
heit, nämlich Y— 1 ist) nachweisen. 

Ersetzt man in der That 5 durch di, so geht (7‘) ın 


Se (Cosdöy — ıSindy)py = IVlei — “ y(- =.) ; 


0 
über, woraus 
® u? ‚TC b° 
S ee’ Cosbydy = IVzeu R 
0 
(@R.) en b r 
/ e Sın by dy= 549 (- 5) 


0 


folgt; welche zwei Ergebnisse vollkommen richtig sind; wie es aus der Gleichung 
(71.) in No. 162 und der Gleichung (10.) in Nr. 197 meiner Integralrechnung 
zu sehen ist, allwo besagte zwei Integralbestimmungen direct gefunden werden. 


Diesemnach findet jede der folgenden, unter einander gleichbedeutenden 


Gleichungen 
2 


an lı/z — 15 b? 
ji » b ne "ER wi 
Je wdy=zVz 2a? 3.) ı 


(23.) b b: 
@ lıyaz 1 5,78 
ö e Ei... 4a . un 2 

Je (ay by) dy — 2 a‘ u \ 5) . 


für jedes reelle positive a Statt, so wie für Jedes reelle und noch rein imaginäre Ö. 


Zürich, 1853. 





ll. Hedermannn, über die Sturm’schen Reste. 


11. 


Independente Berechnung der Sturm’schen 
Reste. 


(Von Herrn Dr. phil. Heilermann zu Trier, ) 


1. 


L. einer frühern Abhandlung (Bd. 43) habe ich ein recurrirendes Ver- 


fahren angegeben für die Herleitung der Reste, welche zur Auflösung einer nu- 

merischen Gleichung durch Anwendung des Sturm’schen Satzes nöthig sind. 

Hier will ich auseinandersetzen, wie unmittelbar jeder Coefficient jedes Restes 

aus den Coelficienten der zu Grunde gelegten Gleichung zusammengesetzt ist. 
Ich gehe von der allgemeinern Aufgabe aus, den Quotienten 


n—] 


Ic 117 
0. —_ Zt ana + 


n—a—1l 

>7 ER Co2" + Cor" IH 2... + En+1j0C + Cnlo 
— au X i 

0 


in einen Ketienbruch zu verwandeln, und entwickle zuerst einen Kettenbruch 


von der Form: 
p:(a+p:l+p:ae+p: (lt... + pn: (2 + Ppa-ı 3), 


in welcher die Theilnenner abwechselnd & und 1 sind. Die Coefficienten der 
Reste, welche durch die Entwicklung entstehen, sollen in Uebereinstimmung mit 
den Coefficienten des gegebenen Quotienten durch e,, bezeichnet werden; und 
zwar so, dass der zweite Zeiger s den Rest andeutet, in welchem der Coefficient 
c,,, vorkommt, der erste Zeiger r aber die Stelle wo c,,, steht. Als allgemeine Re- 
cursionsformel uud als Ausgangspunct für die nachfolgenden Entwicklungen be- 
nutze ıch folgende Gleichung: 


(1.) Cr), — ECols-ı Er+1ls-2 — Cois-2 Crr1ls-ı ® 


| 
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Zunächst ıst 


n—1 n n \ n—] 
Sı n—a—l .„ W nn Co r %' Ca)0 n—a „ VW Cu 1 n—a—1 
Cz ı x Fund C,jo X a e . a . x ud 5 x 
0 C9)0 o €00 o € 


und die Anwendung der Gleichung (1) führt nacheinander zu folgenden Glei- 
chungen: 














ii 
r Cal Calo £ ’ Ca|t NER C9/2 » Ca|ı u ’ Ca!ı REN 
x „ga . > i ge" a—1 —ıx ir ' ge” al , . > gg” 1 “ 
0 €©I0 Coı Co0Col1 Co 1 C9!2 
ze U a a En), 
co 1 Co]2 co! 10: 2 C9/2 Co|3 
— Cu|2 4 Cu 3 Cy4 , C.13 ’ . Cu!4 , 
Ze DE u T— EB er Er): 
Coj2 C9/3 C9|2C9]3 c92 Co ]4 
und allgemein: 
zeelr-ı i er : B. ; Saftr ge Ta—r — 1 + Co2r+1 — : ( < Calır „grma—r . 3 rt ger), 
C2r—1 Col2r CH 2r—1C0 Co|2r Cor+1 
zCal2r no ,„ v Calr+1 n—0—t— _. . C02r-+2 year + nor. © Cav+2 n-a-r-2 ). 
a u ib — 5% u TC a * u y 
Coj2r C92r+1 Cora" Coj2r— ı C9|2r+2 
und zuletzt zu: 
‚ Cal2n—3 ”  Cu|2n—2 Co|2n—1 Ca|2n—2 
Ss — „le. 3-7 0 — 1 = rt 
Co/2n—3 Co]2n—2 C0j2n—3C0|2n—2 CO 2n—2 
C„|2n—2 C1|2n—2 
Ss ar ==; :l. 
Co|j2n —2 C0\2n—2 





Setzt man der Kürze wegen EB em ll in ] 
etzt ma ’ gen, = Po, allgemein eorrema — Pr, und zu- 
C1|2n—2 
letzt oma = Pa-ı, 50 entsteht durch Ineinanderfügen der vorstehenden verket- 
|2n— 


teten Gleichungen der Kettenbruch: 


(2.) p:(ce+pı: (Ip: (c-+p; :(l-+.... + ru (l + Pon-a (© +#p3-_1:1) 


n—] n 
hy n—a—l ze 
u Cr IK ul. TC, Be 
0 all 0 a0 —0. 
C1|2n—2 . . ; 
Der letzte Theilzähler p2._, = = on, st aus den Coefficienten c nur scheinbar 
|2n— 


anders gebildet als die frühern, denn in der Gleichung 
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Cojan — Coj2n-ı C1j2n--2 ——" Co)2n—2 C12n—ı 


. R BR 0 f lol; -} c ae s ] BE Co|?n Be ) 
I1SE Cyan = V, FOIZIICH Cyan — Colzn-ı E1jzn-2 OGER Cyan = ,,_j? 350 


C) Yn 


an. u 77 ENT) 
/ rate C9)2n—2C0|2n—1 


Wenn man bei der Entwicklung des Kettenbruchs jeden Theilnenner zu 
einer linearen Function von & macht, so folgt die Bildung der Coefficienten der 
Reste einem weniger einfachen Gesetze, und es sind einige Umformungen nöthig, 
um darin die Entwicklungsformel (1) zu erkennen. 

Nach Obigem ist: 


< Cu 0 Ca|ı 


na; 5% 
[| 


ger—a—l un cp 5 Cal2 grma-l, zu Cal ‚n—a—1 
F ar ; i 


Co] 2 colı : 


ur 


C0)0 Colı“ 


und durch fortgesetzte Division erhält man: 


< Cu 0 ö En, a% Calı n—a—] 2 + Pr >. Ca!|3 r P ‚n—a—?2 u y Call Nn—a—1 
—— A u «X _— X Pı Pi“ u PR + Ed «XV 
Co9|0 Coi1 Co,1 012 Co]1 


vu 


En - c 
a ( yel n-a-1, „03 _n-a-2 


Cola" 
Weiter ıst 


‚Ca IR ‚ Ca|3 a , Co 3Ca+1)1 — Co)1 Ca+1]3 RN Cu3 “ 
2 — re. 2 0 = ch — — A ee 
Co C913 C91€03 c013 


Co)3Cı]ı — Cojı C1l3 Mr (eoj3C11=Co1C13)Ca+137(Co3 Ca+211"C0j1 Ca+213)C0]3 





— 


grad. „Cal 20? 
Coj1 Co]3 Coj 1 Co3C0]3 


. .. 
co 3 ’ 


und eine leichte Umformung giebt: 


Co]3 Co912Cr|1 — €011C012C.13 Co]3 (e,—1)3 = C911C,|2) — C0116012C-13 
Co3 C,ı Cora = in ———n u + — nt nn En " 


Co2 C9|2 


Coj3 &,—ıj3 + Colı (Co13Cr12 — Col2Cr]3) __ Col3Cr—ı]3 + Cojı Cr—ı]4 


Co 2 Co]2 : 
so dass 


C9)3C0)3 + Co1ı Cola 


Co 3Cı]ı — Eolı Ca — ar fürrr =] 
und 


C03 Ca+rı 3 + Colı Carı)a fö 
— - fürr=a+2 


Co3 Carzıı Coj1 Ca+2|3 — Cor 
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ıst. Wenn nun Beides eingesetzt wird, so ergiebt sich zunächst : 


(Eoı3 Ey 7 Co Cy13) Co+1l3 (Co13 Ea+211 Co Ca+213) Cog'3 


ER (Co1 Co; + co] Co14) Ca+1l3 — (C013Ca+1]3 + Colı Carla) cs __ Co ı(Co14C. +1)3—C0/3C4+1)4) Coj1Ca]5 
= =» — u. 


c012 co12 Co? 


und durch Einsetzung dieses Werths: 


> 1. LEER y Cal ma. C013C0,3 4 €ol1 Co14 u Ca n-a-3, „Cal „n-a-2 
Coı co'3 Co 1C0 2C0 3 C912C0|3 Co]3 ci 
‚Cals E C„3 
— Bor —a—3 en n—a—?2 
= + m+tPs— PsPpı : 2 2 ar": 2 —,; 
Pı Tr Ps PsPı co5 Cote 
Eben so lässt sich allgemein 
Colır—1 de  Ca!2r +1 u 
(3.) P : E 0” ar. 3— - gear l 
Co 2r—1 Col2r+1 
= ys Calr43 _n-a-r-2, SealıHl  n-a—-ı 
= 2 +pr + Par — PraPrr2:— X Tees 


Co |2r+3 Colr+1 ; 


herleiten, und es ıst also 
(4) Su, 00 = Po: (et pı — Pıpa: (at pet ps — Papa: (+... — Pan-sPana 
(& +pPn-.t+ Prn-ı) . 


Die Gleichung (3) hat noch die besondre Bedeutung, dass sie allgemein 
zeigt, wie bei der Entwicklung des Kettenbruchs (4) die Reste aus den ganzen 


x C4\2r+3 


Functionen 2 —.2”"°7""° und aus den Factoren P2..1P2-,2 zusammenzusetzen 
Co 2-+3 
. . Ca v—ı  Calr+1 
. .. s —n a. m Ja En % T.| + ER ö ° 
sind. Hätte in dem Quotienten — — —, a” 1. 2 ——, g”ma-2 Jer Dividend 
CH 2r—ı Co ar+1 


schon einen Factor gehabt, so wäre derselbe auf den Rest übergegangen. Wenn 


man Dies beachtet, so finden sich aus dem zu Grunde gelegten ersten Divisor 





y c, 'o aan 
$ « folgende Reste: 
010 
Cu\3 Ca|\7 c 
„Ca na, u Ce „os 
7 DDP>Pez > PıPePsPo- Io, ? : PıPaPsPsPoPw- I, 
u. Ss. W. 


(5.) ( und eben so sind 


Ca'5 


n—a—) , m 
PıPaPr» Soon" x : PoPsPıP- Ps > 


Ca n.as, „Cal3 „e-: 
C019 


5 R. » PoPsPsPrPsPuPpız- F 5 + 


u. Ss. W 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 2. 25 
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die Reste, welche durch Anwendung derselben Regel aus dem ersten Dividenden 


Ca|ı n 


Po! „. „a“! gebildet werden können. 
0 Colt 


$. 2. 


In der Entwicklungsformel (1) ist die Seite rechts die Determinante des 


zweiseitigen Systems 
Eols—ı Cr+1js—1 
Co9ls—2 Cs+H1ls-2 9 


ın welchem die ersten Zeiger ın den lothrechten Reihen, die andern in den wage- 
rechten gleich sind. WVendet man nun auf dieses System die Formel (1) selbst 


wieder an und setzt 
Co91s_2 Cy1s-3 — Coisglı, Statt Cojs-ı 


und Cogjs—2 Cr42|s-3 ae Co1s-3 Cr+2|s—2 statt Cr+1ls—1 


in die obere Reihe, so theilt sich das vorstehende System in zwei, und zwar in die 
beiden, welche entstehen, wenn zuerst der Minuend £y._2Cı1-3 und Co Cr+21s-3 
der vorstehenden Differenzen, und danach der Subtrahend c,,_3C1,-2und Coj1-3C,+2)s-2 
ın das Systern gesetzt wird. Wenn man nun noch den gemeinsamen Factor der 


obern Reihe vor das System setzt, so erhält man 


Crjs — Cois-a » | C1ls-3 Ca | — 60-3 ° 


I 
Cols—2 Errjs-2 | 


und kann beide Systeme sogleich zu einem dreireihigen verbinden, nämlich zu: 


Co1s—2 E12 Cr+2|s—3 
Cyis-3 C1 I1s—3 Cr+2|s-3 


0 Cols-2 Cr+11s-2 ” 


Der Nutzen dieser Umformung besteht in der Erniedrigung des zweiten 
Zeigers.. Durch Wiederholung derselben lässt sich der zweite Zeiger bis auf 0 
und I herunterbringen; d. h. alle Glieder des Systems, dessen Determinante c,,, 


0. 


. en n - a 0 . 1 Lu | r u = 
ist, lassen sich zu Coefficienten der gegebenen Quotienten PT VE ee DL ARE ca 
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machen. Ich ersetze zunächst die Glieder der untersten Reihe durch die Aus- 


drücke, welche die Formel (1) giebt. Dies giebt, ähnlich wie oben, Folgendes: 


C,js = Cojs-3 » | Cojs—a Crjs-2 Er+2is—2 | 7 Cois-4 + Cois-2 Cils—2 Or+2ls—2 
I | 
Cois-3 C1ls-3 Cr+2| 3  Cois-3 Ers-3 Er+2 —3 
a 0 C1us-3 Errzs-3 


Nun stimmen aber in der zweiten Determinante die untern Reihen, mit 


Ausnahme eines Gliedes, überein, also verschwindet die Determinante bis auf 


\ 

u Co|s-3 Cols-4 + | C1ls-2 Cr+2|s-2 | ’ 
| | 
Ip | 

| Cyjs-3 Cr+2|s-3 | 


und diese zweireihige Determinante ist gerade geeignet, um in andere eingefügt 
zu werden. Dadurch wird 


Cs — Eojs-3 | Cys-2 C1js-2 Err2ls-2 | 
Cois-3 Cys-3 Er+2ls-3 | 
| Cois—a C1js—a Cra2|s-4| 


und, wenn man nun auch noch für die Glieder der obersten Reihe die Werthe 
nach (1) setzt, so erhält man 


——— | 4 | — » 
Cr; = Cois-3 CoIs-3 | C1js—a C2ls-a Er+3ls—4 Cojs-3 Cois-4| Cyjs—3 C1ls-3 Er+3js-3 | 9 
| Co's-3 Cyjs+3 Cr+2|s—3 ı Eg1s-3 Eyls-3 Cr+2js-2 
I N) 


Cols—4 Cyls-4 Cr+2| Paar N Cols—4 C1ls—4 C +24 | 


und durch Verbindung: 


Cyjs — Cois-3 » | Co1s-3 C1ls-3 Ca)s-3 Cr+3js-3 
\ Cosa Eyjs—a Casa Er+3js—4 

| 

| 0 Cols-3 Cy1s-3 Cr+2\s-3 


0 | 


Cojs—a E1js-4 Er+2|s4 ® 


Wird jetzt weiter der zweite Zeiger in der dritten Querreihe von oben 
erniedrigt, so ist das Ergebniss der übersichtlichen Umformung: 


25* 
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Cr, = Cojs-3 Cy1s—4 » | Cojs-3 Cıjs—a3 Cais-3 Cr+3-3 | 
| Cojs—a C1ls—a Cala Er+3ls—4 
ı Cojs-5 Eys-5 Ca1s-5 Er+3ls-5 
| 1) Cosa Cijs—a Cr42]s—4 
und wenn auch noch in der obersten Reihe die entsprechenden Werthe nach (1) 


gesetzt und die sich ergebenden Determinanten zusammengefasst werden, so er- 


hält man: 


Eis — Co Egg + | Cois—a Cs Casa O3 Cr+4ls—4 
| 


Cois-5 Cls-5 C9ls-5 Cyis—5 C.+41s-5 
V Cois—a Cris—a C2js—4 Or+3|s—4 | 
0 Co1s-5 E1js-5 C2js-5 Or+3ls-5 | 


0 V Co s—4 C1ls—4 Cr+2]s—4 
Es ıst leicht zu sehen, dass weiter: 


u 2 
Erjs — Co0s-3 Cols—4 (« 01-5) » | Coir5 Cyjs-5 C2js—5 Cars Cals-5 Or+3|s-5 


Coiss Erjs-6 Cals-6 C3ls-5 Cajs-6 Cr+5|s-6 
0 Cols-5 C11s-5 C21s-5 C31s-5 Cr44|s-5 
0 Co1s-6 C1ls-6 C2)s—6 Cals-6 Er+4ls-6 
0 0 Cois-5 Eris-5 C2ls-5 Cr+3|s-5 
0 0 Eojs-6 Erls-6 C2js-6 Cr+3ls-6 
gefunden wird. 
Die Wiederholung der obigen Einsetzungen würde zu einem siebenrei- 
higen Systeme führen, welches als zweiten Zeiger nur s— 6 und s—7 ent- 


hielte und mit dem Factor £y, 3Co-4 (Coi-5 60,6)” multiplicirt wäre; aber schon 


jetzt ist aus dem Vorstehenden durch Induction die allgemeine Form der Sy- 


steme zu erkennen. Durch 2g Umformungen der Determinanten gelangt man 
zu einem Systeme von 29-2 Reihen, in welchem als zweiter Zeiger nur 
s—29—?2 und s—2g— 1 vorkommen. Wenn man noch zur Abkürzung 
s—29—2= m setzt, so ist das System von 2 + 2 Reihen folgendes: 
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Colm+1 E lm+ı Edjmrr rer Ey-1lm+1 E jm+1 rn... Cyulm+ı € r429+1m-+1 


Eolm Cm Cam BERRY Co-1lm € o!m Penn «Cyglm € .424+1m 


0 Colm+1 € jm+1 RN €g-2jm+1 e,-1 m+1l* » .C3,-1lm+1 € +29\m-+1 
(6.) : : 2 . . 

0 0 Ü...2.000 Com Climerrnnn Elm € +y+2|m 

0 0 0 u 0 7 nn Sl e, m+l € r+y+H1 m+1 

0 0 Ber Coim a €, m C+4+H1jm 


und die gemeinsamen Factoren, welche nach und nach vor die Determinante ge- 


treten sind, bilden folgendes Product: 
2 vo j 
(7.) (Coimr2y— 1 Com+27-2) (Cojm+27-3 Co ei) ru. (Coim+3 Com+2)" (Cojm-+1) & 


welches, mit der Determinante (6) verbunden, den Werth des Coefficienten 
Cjm+2y,2 darstellt. 

Sollen aber ın den Determinanten für die Coefficienten aller Reste nur 
die Zahlen m und m +1 als zweiter Zeiger vorkommen, so genügt das System 
(6) nur halb; nämlich nur für diejenigen Coefficienten, deren zweiter Zeiger 
s=m+2g-+2 sich von m um eine gerade Zahl unterscheidet. Setzt man 
aber m +1 statt m in e./m42y,2, und eben Das in der Determinante (6) und dem 
Producte (7), und wendet danach auf (6) noch einmal dieselbe Umformung an, 


so erhält man auch für £,,„42,,3 den verlangten Ausdruck, nämlich die Deter- 


minante 

/ Colm+1 € lm+1 Clm+1 BREMER € lm+1 CH m+1 are CgH1/m+1 € r424+2\m-+1 
Com Cm Cgimre» ... .. Elm Eortime**» ur OyaHllm € +24+2 m 

0 Cojm+1 mt EN Eg-1m+ı Eylm+1 DRESUEOE Erglm+1 rl m+l 

un, : 20 

Bi Es... NEUERER 
0 0 0. nen. Com Em anennsree R € +1jm C,+9+2|m 

Ge I SHE Bl sinn. ne ren 


und als Coefficienten derselben das Product 


(9.) (Colm+24 Bit) (Com+27—2 3) - RER (Com+s Cm) (€, m+2 Coim+1)? e 
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Setzt man hier von Neuem m-+1 statt zn, und macht wieder dieselbe Um- 
formung, so erhält man den Werth von £,„,27,1, welcher sich von dem obigen 
für €m42,,, pur dadurch unterscheidet, dass darin g+1 statt g steht. So ist 
denn die allgemeine Gülti :keit der Determinanten (6 und 8) und ihrer Facto- 
ren (7 und 9) beweisen, 

Zur Abkürzung bezeichne ich die Determinante des Systems (6) durch 
"Beet 


tate sich folgendermaassen darstellen: 


und die des Systems (8) durch d,2,,3m, so dass die vorstehenden Resul- 


In — > \ 2 gı—1 q ) 
y“ m+29+2 (« 0 m+29—1C0 m+29—2 Cotm+24-3€0 RE, (Eym+2Ceim+2) (Cojm+1) Öri2g+2]m 


(10.) 


’ 2 9-1 9 
c r|m+29+377 (« 0,m+ 2° 0 n+30-1NCom 29-20 0m+29-3) Cm +4Com+3) (Com+2C0m+1) Öziagtajme 


Die Werthe von €, ; Ejmaı 3 Crim+2 3 Erimss Und €,m44, welche aus (10) nicht ent- 


nommen werden können, sind entweder, wie e,,, und £,,;, selbst, die ursprüngli- 


rm 


chen Coefficienten, auf welche die andern zurückgeführt werden, oder ihre Zu- 


sammensetzung ist oben ım Einzelnen dargelegt. Es ist nämlich nach (1): 


C-|m-+2 — | Colm+1 € .-+1\m+1 E 
| Colm C-+1|m | 

und ferner wurde: 

c € € im-+1 C,42 m+l 


rIm+3 —— Om+1 


Com €ı Im Cr+2)m 
0 Coim-+1 € ,+1jm+1 
un d 


C, m+4 — Eo'm+1 ® Co m+l Elm +1 Eyym+1 € +3|m+1 


| 


» » » 
Com € 1|m Com €,+3|m 


) 
I 
| 


N Eolm+1 € |m+1 € +2 |m+1 


0 Co) m € lm C,+2] m | 


gefunden; und nun setze man, der Gleichförmigkeit wegen, noch e,, = d,om ; 


r 


), Ilm + Erlm a Ö, 2m s C-]m+3 -— Örisim und C.|im+4 — RR? DU = Öplılm 


rlm+1 — ( r|4|m * 


Wenn nun verlangt wird, die Coefficienten der Reste durch die der ge- 


gebenen Functionen Ze,” und !e,, a”! darzustellen, so ist in (10) der 
| - = Ca} 
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Zeiger mn=( zu setzen. Zur Abkürzung lasse man dann auch noch bei d,,,,,, 
den letzten und ersten Zeiger weg, wenn er Null ist, so dass d,, = 6, und 
d, = duo ist. Dann erhält man durch Anwendung der Gleichungen (10); 





> en ws n—a—r __ y Oar-ı gr—a-r 
| or u PR, ’ 
(11.) 
> Gar „na — 5 Öujar gear 
Colar Öy; e 
und es ist nur noch nöthig, die Grössen p,,, = Feige Loss 2.0.4 die Da- 
‚Cor 


terminanten Ö auszudrücken. 


Es ıst zunächst 











EN . MB Op 
r. = Cy2r+1 Co) Cor + +++ Col Cog2 Cyı* 3 
Coj2r-+5 ? j Ö2r+3 
PR. C9j2+r2 Cojar+ı Coi2r+2* + Co3 Co2 Colı » et 
und daraus folgt 
Col2r+4 Co/r+1 Öyn 1 
rer Er q2 er 
C9|2r-+2C0/2r+3 (C9j2,—2C0'—3) (Coj2,—4C0 25) er... (Coco) Keoızcou)T Or2 Odr3 ? 
Col/2r+5 Co ir+2 Ödr+5 1 
me — LT ATTREER PTR x = u wo er; ee 
C0|2r-+3C0|2r+4 (Co)2--+1602r—2) (Co]2r-3C0|r—4)?-.... (Co 5 694)" (Co13 6012)" Co)” Ödr+z Oprıs 


Wenn man nun noch statt £y3,41 und £y1.,2 die Werthe setzt, welche die Formeln 


(10) geben, so erhält man 


Ö2r+1 Orr 





pP Un « Ö2r+2 Ö2r+3 z 
Örr+2 Ö2r+5 
Pa 


oder allgemein: 


5 1 MR t 


(12.) Pr+3 une 


r+2 Or+3 : 





Für die Determinanten, deren Zeiger kleiner als 5 sind, versagen die For- 
meln (10) den Dienst. Deshalb leite man die Werthe der Grössen p, in welchen 
dieselben vorkommen, besonders her. Dazu sind, ausser den Gleichungen (10), 
die Gleichungen zu benutzen, welche zu Ende des ($. 2) der Gleichförmigkeit 


wegen aufgestellt wurden. Es giebt Dies: 
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co 1 d \ Ö3 Cola Ö ıd4, 
—— 7; — zöegaı j m — = <T; Ds, = 
Po Coov Öo ? Co|1 C02 d, 62 P3 C9I2C0'3 u 


5 | Cy2Co 105 3 ): 5 | co ß Bi. 3C0 2(co 1)? de Ö3 Os 


— —— 


) un = 273 ce, 
Pi Co 3004 Co'3 Colı d4 030; ’ C9 4605 FE Co12Colı O5 77 Ö3 


Co Co)4 €03 (Co12Co11)? Ör Ö40- 
u \ u 
Ps Co!5 Col6 Coj2Coı d5Coj3Coj2leoı) de O5 d6 


Cois Co/3 Cola(Co 3C0|2 2)” (co) )? Os co) 108 Ö ÖsÖg 
2 = y BR > u 
P: C06€C0 7 Co 136012 (Co, 1)" O6Cy 4Cu|3 ‚(Co 2C9 ? dr ig 1200100 060; 


Hieraus ist zu sehen, dass die Formel (12) für alle positiven Werthe von r an- 
wendbar ist; und auch für r =. 

Durch (11 u. 12) sind nun alle Grössen, welche in dem Kettenbruch (2), 
sowie die Reste, die bei seiner Entwicklung vorkommen, auf die Determinanten 


d der Systeme (6 u. 8) zurückgeführt; und in diesen kommen nur noch die 


n—a n—a—l 


Coefficienten der gegebenen Functionen Fc,,x""* und Zen vor, wenn, wie 
hier vorausgeselzt, ın (6 u. 8) m = 0 gesetzt wird. 

Zugleich ist auch die Entwicklung des Kettenbruchs (4) und die Bildung 
der Reste (5) ersichtlich gemacht; so dass jeder Theilbruch und jeder Rest, ja 
jeder Coeflicient eines Jeden Restes, für sich unmittelbar aus den gegebenen Coef- 
ficienten c,., und c,ı, berechnet werden kann. 

Die Producte der Grössen », welche mit zu den Resten (5) gehören, 


lassen sich einfacher darstellen. Es ist allgemein: 


Öar+1 d: Ir+2 Ögr Or Ir-ı Ödr+3 


Pr+ıPar+2 — Ö - 


. +1 gr a: rs Pan 
und insbesondre: 
O3 
a "Ta r 
0,07 


und es lässt sıch 


PıPa i (5). Ö5 PoPsPı — = . Ö; , 


O3 1 
PılıPsPs — n kat ).s; PoP3sPıaP:Ps — d 2 a3) Ö9 5 


1 Ö30) h) 1 Ö10509 ) 
PıP2PsPsPoPw — 5° (53 a, u > PoPsPaPıPsPuPn = 5, 733, )- 13 U. S.W. 


zusammensetzen. Demnach sind nun die Reste (5): 
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. 
0, 


[4 
x Cal3 ‚n—a—2 


12 
Rt € n—a—2 
zb. . 


C„! 1 Ö ® 
x "a5 n—a—3 ‘) 4 nt 
) ) — RB 9 — o’ > . > Iao«e 2 . 
PoPsPa Co)5 Öy Ög 50. x 5) 
Ca 1 O3 \2 
> n—a—4 a ' < 1—0—4 
(13.) / | 
} c 1 /616,\2 
— va 9 n—a—5 I ‘) n®% yo0— 
) 7 Ig u 7 . — no’ y > D R. ) Q»« h F ö e . 
PoPsPıPıPs e9 X d, 030; = U, g- 2 
ee 1 da0- \2 
— al ‚n—a—6 a. tn: 3 ZUR < ni ‚n=0—6 
PıPaPsPsPsPuw — .,, ® =; (z 3» ).20. 11. 
| 0 ) 
C 1 Ö 0-0 ? 
yı val a-a— _—_ 1. di y N—a—i 
PoPsPaPıPsPupn I an a = (2) Fan a" u. sw 


Man kann jetzt, ohne die Allgemeinheit der zu Grunde gelegten Functio- 
nen zu beschränken, annehmen, dass 0, = cy, positie ist; so dass die vorstehen- 
den Reste ausser den ganzen Functionen Id,,.0""” , &0,,.2””" u. s. w. nur 
noch einen positiven Factor enthalten. Bei der Anwendung des Sturm'schen 
Satzes lässt sich sogar von jenem Factor ganz absehen, weil er keinen Einfluss auf 
das Zeichen hat, und man darf also die Functionen Id ,..,,. 2%"! für die Reste 
selbst nehmen. Der letzte von diesen Resten ist von x abhängig und besteht nur 
aus der Determinante d,,_,, wenn man den positiven Factor 

De. al ee 21 
Fu ER RG 52 7 
vernachlässigt. Das System für O,,_, geht aus (8) hervor, wenn darin n = 


und g = n-— 2 gesetzt wird, und ist also folgendes: 


[ Co Erin Eajurerr + Engl En-2jı En-ıj 0.......0 0 0 





Ci Or Eee One One ie Eu - 0 0 0 

O° Co Eurer +++ Eng En-sjı On En OD 0 0 

0 co Cjoer«r+En-4j0 En-3j0 En-2]0 En-10*- .d 0 0 
ee 1. 

9 Re Ce a ar Can  W 

au Bir 

® 9 2... Co Eyo  Eyer.:: En-ao En-ıjo Cnie 





: 0 0 0......0 0 Coir CyipeoreerOn-3j1 C„-21 Cn-ıı . 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 2, 26 
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In diesem System sind zugleich die Systeme für alle übrigen Determinanten als 
Theile enthalten. Nimmt man z.B. Jdie drei obersten Reihen desselben und ver- 
bindet nach einander mit den beiden ersten lothrechten Reihen die dritte, vierte, 
fünfte u. s. w., so erhält man der Reihe nach das System für d, , dis > Özıg 
u. s. w.; d. h. man erhält alle Coefficienten des Restes Fö,,.0”"**, Eben so sind 
in den fünf obersten Reihen die Determinanten 6, , ds , da; , Sa; u. s. w.; d.h. 


n—a—3 


die Coefficienten des Restes Yd,,.a enthalten; u. s. w. 


$. 4. 


Die Untersuchung war bisher allgemeiner, als die Aufgabe es verlangt; 
nämlich es wurden in (13) die Reste aufgestellt, welche sich ergeben, wenn der 
n—a—]1 


Quotient Fre,,-2 : Fe,0.2”“ in den Kettenbruch (4) verwandelt wird und 


die Coefficienten des Dividenden ganz unabhängig von denen des Divisors sınd. 


Wegen des Sturrm’schen Satzes ist aber der Fall, in welchem !e,,.x""”"' die 


n—(L 


Ableitung von > €,..x%”"* ist, besonders wichtig; also entsteht die Aufgabe, die 


allgemeinen Resultate für denselben möglichst zu vereinfachen. 


‚n—a—] n—0. 


Wenn Ze, ,.2 die Ableitung von Zc,,.x”"", also 


1 =(n—r)ay 


ist, so geht aus der Gleichung 
® « 
i N. ' N a \n 
era = "re Co Er+ılı C.2 — (r » l) Co €r+1j0 


hervor. Demnach ist der Werth von e,, fast eben so einfach gegeben, als der 


von £,,, und dazu ıst die Function 


n—1 n_l 
x n—a—l 


i n—a—1 
u ( n—a—1]j2 * u 
0 


= Co: > (n se. a) Cn-a|0 Lv 


n n 
144 


die Ableitung von Cyp 26,_ap- "= &p 26.0.2”, welche mit der gegebenen 
0 EU 


Function Ze, ,.x”"* in den Coefficienten, von dem Factor c,, abgesehen, ganz 


übereinstimmt, aber den entgegengesetzten Potenzenfortschritt hat. Nun ıst 
n—l 


zu wünschen, dass die Coefficienten von dieser Ableitung *e,_,_12. &"""" 
0 


neben 


n—1 
denen von *e,,.a”“"! in der vorliegenden Untersuchung sich zeigen, weil die 


V 


Coefficienten beider in den Fragen, welche sich auf die Realität, Gleichheit und 
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Imaginarität der Wurzeln beziehen, dieselbe Geltung haben. Zudem werden 
die Systerne, welche für die Coefficienten e,,, aufzustellen sind, um eine Reihe 
kleiner. Die erforderlichen Formeln, welche alle Coefficienten aller Reste durch 
die Coefficienten e,,, und €,,, ausdrücken, gehen aus (10) hervor, wenn man da- 
rın mn =] setzt. Die Determinanten Öyjgraıı und d,2,431 bezeichne man der 
Kürze wegen durch Ö%,,,,,. und 0%,,,,,, und lasse auch hier den ersten Zeiger weg, 


wenn er Null ıst. Danach ist allgemein: 


PEN > ( \2 i \y—l i y N 
C.j29+3 = (Eoj2,€o 24-1) (9124-2 6024-3) + + + (CoiaCo 3) (£u12) OÖ 2124+2 9 


(15.) 


Cry = (Cojgrı E24) (eya-ı E124-2) err.(Co 560) (Eoj3€02). 0, 24+3 » 


und insbesondre: 
; Fe x BR £ a a : ER ‘ ‚ ui U dein ZUR 4‘ 
Bo Ö ro » Ga = 0, Ö 2 3 u = Ö EL 2. 0 ae 0.0 rj4® 


r 


Setzt man diese Werthe in die Reste, so erhält man: 


7 











x Cr ir—1 n-a— _. 9 a|2r—2 get 
. FE / 2 ’ 
Cyi2r—1 2—? 
! 
y Caitr De Ö a|d—1 ‚n—a—r 
.xc end Zr 7 
Co9]2r Ö 2r—1 


"erner finden sich auf dieselbe Weise wie ım vorigen Paragraph dıe Gleichungen 
F find h auf dieselbe W gen Paragraph die Gleichung 


y] ’ 
Ö 2rÖ Ir+3 ! 


U: in ABS 
Pas PRFRT PER, F ac 


4 
Ö+ Ö 2r+4 
m. ish nn 
Ö 2r+2 Ö 2r+3 ’ 
und allgemein: 
Or Orr 


ng ie = u 
Pr+4 Ar RR 


und für die Fälle, in welchen der Zeiger von p eine der r kleinsten Zahlen ist, 


insbesondre: 


$ u ie u. . 
PT: AT Pan: Pt FT 
Ö, np Ös Ög Ö 7 ’ 
Ps Iitein Ö 5 0; ’ Ps SFR vd; Ö'5 ’ 7 ve ED . 


so dass die vorstehende allgemeine Formel für alle positiven Werthe des Zeigers 


r gilt. Durch Verbindung der vorstehenden Ausdrücke geht 
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1 1 A d y 1 2 v 
rn 677 RE DZ Zi 69 EZ 


1 $, \2 3 DyN Be 
DZ Zara 67 ZZ ai 6777 Be 


l DEN) 6 E %Y Dy 4 2 y 
PıPaPsPsPoPw = (5, 0» PoPsPsPrPsPuPpn = ne (zo) 


Co'o 
u. 8, 5, 


i , Oo 
hervor. Da nun €,, Immer posiliw genommen werden kann, unc Do nebst 
00 


dem quadratischen Factor, immer positiv ist, so bestimmt der /etzte Factor dieser 
Producte, nämlich 0‘, , ö°,, Ö%, u. s. w. allein das Zeichen. In den Untersuchun- 
gen die sich auf den Sturm'schen Satz beziehen, können jene positiven Factoren 
ganz übergangen und die Determinanten allein berücksichtigt werden. Hier- 


durch bekommen dann die Reste (5) folgende einfache Form: 


Söeett 5: Zöanti u SW. 


; 20 UWE ‚u, u58s. W, 
und ım Allgemeinen ıst der rte Rest: 


( 16.) Er; FIRE, u u B 


Obgleich nun in den Determinanten ö‘,g„, die Coefficienten e,, und €,, 
symmetrisch vorkommen, so sind sie doch nicht symmetrisch in Bezug auf die 
Coefhcienten von Ne,o.%”"“, welche gleich weit von dem Anfangsgliede c,,%&" 
und dem Schlussgliede e,, entfernt sind. Dazu wäre nöthig, dass nicht e,, und 


c,, symmetrisch aufträten, sondern e,, und €,_,_11, weil 
ea = (r + 1) CopEr+ıo und €, ,_..1 = (r + Den, 


ist. Die Symmetrie findet nur in dem System der letzten Determinante ö‘,,_,; 


nämlıch ın 
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gie EyigOnigr ++ ++ Cn-312 En—aj2 En_u2 B:8::; Be |] 0 1) 
| Eos Erz Eajır ++ En-ayı Enazıı En +++. Mi] 1) 1) 
O Cop Eyar-- En Can na 0 0 0 
0 Con Er" En-ajı En-ajı En-2jı On-1lı7" v 0 0 
Be 
00 2... Ca Can Ca. ern Con © 
00 d....... Cor Cr Eau Eau ea En © 
00 0...... d Ca Ca Care Cn-312 En-22 En-ı2 
| 
00 2....-.. DO Cor Ey Er En a a 


Statt. Hier bleibt das Resultat ungeändert, wenn man überall e,;, mit €,_,_, ver- 
tauscht. In diesem System sind zudem auch die Systeme für alle Determinanten, 
welche bei der Entwicklung des Kettenbruchs (2 und 4) vorkommen, enthalten. 
Nimmt man die beiden obersten Querreihen und verbindet der Reihe nach die 
zweite, dritte u. s. w. senkrechte Reihe mit der ersten, so erhält man die Systeme 
für 6% ; O%a 5 0a u. s. w. Aufähnliche Weise geben die vier obersten Reihen 
die Systeme für die Determinanten d, ; Öya; du u. Ss. W. 

Wenn man die Werthe, welche für die Coefficienten e,, entwickelt wur- 
den, in die Gleichung (1) setzt, erhalten sie noch einen andern Zusammenhang 


unter den verschiedenen Determinanten. Nach (1) ıst: 








Erj2g+1 7 Coj2y &r+1j29-1 — Co12g-1 +12 > 
oder 
Cr i24+1 a Cr+1 29—1 C,+1|24 
Co12y C024—1 Co 2y—1 Col24 
und dazu ist: 
y y" y y 
Cr/2g+1 _ @2%-30 r|2y C,-+1]j29—1 O0 r+1]99—2 nd Cr+1|24 O r+1129—1 
ar oe ee A FÜ ur m 
Co|27 C0/29—1 Ö 2920 4-1 C0124—1 Ö 4-2 C0/24 ) 27—1 ! 
also ıst 
f j] I J 
Ö 29—3 Ö r|24 Ö +1124—2 Ö r+1/29—1 
EV U u a TE 
Id an 2-2 Ö 24-1 
oder 
N] / x / W, s Y4 
h) 29—3 Ö r)29 = Ö 29—1 Ö r+1 29—2 —_— Ö 24—2 Ö r+1129—1 m 





Eben so geht aus 9,42 = Coizyrı ra, — Cory oruzgr 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XVLIIT. Heft 2. 27 
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Ö 2 Ö 2 == 04 Or 29-1” Ö'-1 Ö +2 
hervor, und beide Gleichungen lassen sich in folgende: 
(18.) Ö, Ö rjs+3 “u Or Öl er Ösrt Ör+ls+? 


zusammenfassen. Aus der Gleichung £,5 = CyaCzıj1 — Eon Cr ergiebt sich ins- 


besondre: 


I 9 VEN 
Ö u. Bag 0,0410 — Io0 r+1j15> 


Y 4 Js F / < 
Ö r|3 = Ö 0 r+1|1 m Ö RR) r+1!2 > 


die folgende Relation jedoch, welche aus dem Werthe von £,, hervorgeht, stimmt 


mit der allgemeinen ın (18) überein. 


Trier, ım December 1852. 
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12. 


Die einfachsten periodischen Functionen. 


(Von dem Herrn Professor Dr. Schellbach zu Berlin. ) 





$.1. 


Be man das Product von Functionen 


z—n)ffe—n+]) ..... Sc —-DIAFcH1) ..... fe +n—1)f(c-+n) 


durch das leicht verständliche Zeichen 


IHflc+R), 
so ıst offenbar: 


(1.) If(@ +\) =, 


+n 
Gras Far N. 


Ist nun die Function f(x) so beschaffen, dass, für ein unendlich grosses nı, 


(2.) fe —-n)=f(e+n+]) 


geseizt werden kann, so erhält man 


3.) Tfc+2) = fe +1 -+ 3), 


oder, kurz: 


F(x)= F(a+1]). 


Nimmt nun F(x), für jeden Werth von x, selbst einen bestimmten nu- 
merischen Werth an, so kann die Function ganz passend periodisch genannt 
werden; denn sie gelangt wieder zu ihrer ursprünglichen Grösse, sobald x um 
die Einheit zu- oder abgenommen hat. 

Wäre dagegen 


K«—n)=—-f(e+n+)) 


für ein unendlich grosses n, so würde (1) die Gleichung 


F(x)=— F(a+]) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVIN. Heft 3. 28 
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geben, die selbst wieder zu der Gleichung 
F(ax) = F(x +2) 


führt, so dass also auch in diesem Falle F(x) periodisch genannt werden kann; 
nur muss sich Jetzt & um zwei Einheiten ändern, ehe die Function ihren ersten 
Werth wieder erreicht. 

Zu jedem bestimmten Werthe von & gehört nur ein einziger bestimmter 
Werth der Function F (x); aber ein gegebener Werth der Function wird durch 
unendlich viele von einander verschiedene Werthe von x hervorgebracht. 

Da 


+n 


Ef(a+s)= Sfla+l+s)+flae+n)— f(a+l-+n) 


—n 


ist, so ist auch, wenn die Bedingungsgleichung (2) Statt findet, 


Ef(c+s) 


eine periodische Function, die einer Untersuchung unterworfen werden kann, 
sobald sie für jeden Werth von x selbst, einen bestimmten Werth annımmt. 


Auch die Function 
a? 
würde den Charakter einer periodischen Function annehmen, sobald man für 


irgend einen Werth z der Veränderlichen «, 
=] 


erhielte, ohne dass deshalb @ der Einheit gleich sein müsste. Man sieht aber 
leicht, dass nur durch imaginäre Werthe von a oder n dieser Bedingung genügt 
werden kann. Uebrigens liegt der Gedanke an diese letzte Function weniger 
nahe; sie selbst indessen, so wie auch die vorhergehende, lassen sich auf die zu- 


erst betrachtete zurückführen. 


$. 2. 
Die einfachste periodische Function würde man aus (3 ın $. 1.) erhalten, 


wenn man f(x) = x setzte; aber ein solches Product 


wird für jedes ganze x zu Null, und für jedes gebrochene & unendlich gross, hat 
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also nicht den Charakter einer stetigen Function von x. Die einfachste Form 
einer periodischen Function, die einer weitern Untersuchung unterliegt, ist 


+2 ri 
a+,’ 


u 





in welcher a eine Constante bedeutet, die indessen offenbar keine ganze Zahl 


sein darf, da sonst die Function stets unendlich gross bliebe; ausser für x = a. 


Um die Eigenschaften eines solchen Products näher zu finden, bringen 


wir zunächst das Product 





11.2 = Fx) 


| 


auf die Formen 








F z 1-r 1+r 2-—-r 2+c2 3—-r3+:xr n—r nt, 
@)=, 1—a 1a 2—-a 2+a 3—a 3+ra n—an+ra 
Re z 2? —- 2? 2%? — 12? 3? — r? n? — r” 
FF -EF-P FIN Be 


u. rien Er 
a—a’ 1.2+04— a 2.3+a-—.a® ER RR Zee 
(r—NMn+r— a’ n+r 


(n— Dn+a— a n+ra' 





Stellt nun a einen positiven echten Bruch vor, und ıst x positie und 


kleiner als a, so sieht man sogleich aus der zweiten Form, dass 


F&)>- 


ist, denn es wird — mit lauter Factoren multiplicirt, die grösser sind als 1. 
Aus der dritten Form ergiebt sich, wenn 
zx—a"<a—a: odr ?—a”<a—x odr a+traı-<] 


ist, dass dann alle Brüche, deren Product F(x) giebt, kleiner sind als 1, dass 


also auch F(x) kleiner als I ist. Aus der zweiten Form schliesst man aber: 
F—-a)=—F(e), 


daher liegt gewiss die Function 


+2 +4 


ar 


u) 


285* 





210 12. Schellbach, die einfachsten periodischen Functionen. 


zwischen — 1 und +1, sobald a ein positicer echter Bruch und 
xs<a und a+xı<] 


ist. Fürrx=aıs F(a)=1 und fü ax =l, it c— a =xa und 
a— a? = ax, also auch F(x) in diesem Falle gleich 1; wie sich aus der dritten 
Form ergiebt. Es convergirt also das Product 

+2 +4 z 1l— cr 1l+r 2—- r 2+2 3—x 3+r Lu 

II.-—— = - — I I on — F(x) 


up al—-alra 2-a 2 ra 3-a3ra 








stets gegen eine bestimmte, zwischen —1 und + 1 liegende Grenze, wenn man 


es in der hier angegebenen Weise berechnet, so dass man den mittelsten Factor 


zuerst nımmt und stets zwei gleich weit von ihm abstehende Factoren mit ıhm 


vereinigt. 


$. 3. 


Da 


a u | n_ 
ist, so ıst 
+2 2a / 
Ber. 
—.D a + 1 
oder 


(1) Fo) 
Setzt man in dieser Gleichung & + 1 statt x, so erhält man 
(2) Fa+ND=-—-F(z+2) ode F(a)=F(x +2). 
Ferner ist, wie schon oben bemerkt, 


x ter A Ag pıA at? +i at — I? cH+1 ar? 1: — 1? 
Fix) u Din u Sn ee a an 
„au HA —„>6+/ a,14-+/4 Gyod —Ayı “+4 arı! —( 


woraus 


(3.) F(-a)=—F(x) 
folgt. Setzt man in (1) x —# statt x, so wird, mit Rücksicht auf (3), 
(4.) F(x +3) = — F(x —-;) = Fi-—a). 


Es ıst also F(x) eine periodische Function von x, welche alle Werthe 
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von —1 bis +1 durchläuft, während x um zwei Einheiten wächst; wie sich aus 
(2) ergiebt. Aus (4) folgt aber, dass, während & von 3 bis 1 wächst, F(x) die- 
selben Werthe annimmt, die es erlangt, wenn x von 3 bis 0 abnimmt. Aus (1) 
erhellet dann noch, dass, während x von 1 bis 2 sich ändert, F(x) dieselben 
Werthe, aber mit entgegengesetzten Zeichen erreicht, die es annahm, während x 
von O bis 1 wuchs. Da man also die Function F(x) für alle Werthe von x 
kennt, subald man sie nur für alle Werthe von x, die zwischen 0 und 3 liegen, 


berechnet hat, und da ausserdem 


_ 
sun 


2 =Za und a+x<1l 


sein muss, so kann die Gonstante @ offenbar nur i sein, 


$. 4. 


Die Aufgabe ist daher jetzt: die Eigenschaften der Function 


zz +) 21+2r 


u 7 u u ak 


a 


zu untersuchen; die wir künftig durch p(x) bezeichnen wollen. 
Die bereits gefundenen Eigenschaften dieser Function p (x) sind: 


g0)=0 ; ga)=1,; gy-W)=—y(e); 
ferner: 
g(a+l)=—y(e), 
g(@+2)=—-ylarl)=yla), 
ga+3)=y(arl) = —gy(R), 


P@+N)=-pya@+1)=y@). 


folglich allgemein 


(1.) gy(e+n)=(—-N’y(%); 


wo nı jede positive und, wie man leicht sieht, auch jede negative ganze Zahl seın 


kann. 
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\, >. 


Die Function (x) hat die merkwürdige Eigenschaft, dass sich von ihr ein 


constanter Factor absondern lässt. Es ıst nämlıch 


+22 + 2x ı2(A +2) +2 +8) 
p(a) = ne Nie 1.20 23, ı = 2° 1: 


’ +24() ri “ i +2 42? x? +8 472? +2 a? 
= 2: 1 a -ıi = 2% HERE a_T@ Hl DR 


22. — narn 
21-1 air 


Der auf diese Weise hervorgetretene Coeflicient soll der Kürze wegen 


durch bezeichnet werden, so dass also 


(1.) 


und daher 
(2) 9@) = gyallı-% 
ist; wobeı zugleich bemerkt werden mag, dass für ein unendlich kleines x, 


(3.) ve) oder 7 u 
= 


ae TE an 2 ' . 
N m ıst 
Nimmt man ın dem Ausdrucke für die Zahl x, nemlich in 


! 10, 
3 9 


+2 24 24 2 
u Eh 


eine ungerade Anzahl von Factoren, so erhält man eine untere Grenze für diese 
Zahl, während sich durch eine gerade Anzahl von Factoren eine obere findet. 


Die 12 ersten hier niedergeschriebenen Factoren geben für die Werthe 


2,000 4,000 
2,667 3,556 
2,844 3,4113 
2,935 ("7 \3343 
2,972 3,302 
3,002 3,275, 


so dass also der Coefhicient x etwas grösser als 3 sein muss. 


Aus(l) ergiebt sich sogleich, wenn zn eine positive ganze Zahl ist: 
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+n 29), 2,1 „+1 9) + 2, 
21;  Algzi<r<2Ng N 
Es ıst aber ‚ 
27 un 94 "22 m 2 
Hain ı=@n+b4571 1 und I ;-ıi=@n +9 N, 


Setzt man diese Werthe in die vorige Ungleichung, so ergiebt sich: 
nf 27. 
22n+ DI (5 )- nr < 2 2n+ 94 (5, 
Das arıthmetische Mittel zwischen diesen beiden Grenzwerthen von 7, 
+n 21 2 
Anal). 


giebt übrigens für diese Zahl einen weit genaueren WVerth als jede einzelne der 





beiden Grenzen; denn z. B. für n = 15 erhält man 
x —= 3,1412, 


welcher Werth nur um 0,0003 zu klein ist. 


$. 6. 


Es wird sich im Verlauf des Folgenden ergeben, dass die hier mit  be- 
zeichnete Zahl wirklich die Zudo/phsche Zahl ist, und ich will sogleich in diesem 
Paragraph eine ihrer Eigenschaften nachweisen, die in der FW ahrschesnlich- 
keitsrechnung benutzt wird, und die sich hier ganz bequem ableiten lässt. 

Aus der untern, für x in ($. 5) gefundenen Grenze ergiebt sich sogleich, 


dass für ein unendlich grosses z, 





+n 2, Mc 
NS, er V(@r+1);r) 


ist. Bedient man sich der factoriellen Bezeichnung des Herausgebers dieses Jour- 
nals, die hier für den gegenwärtigen Zweck bequemer ist als das Productenzei- 


chen, so ist 


> N 
(133 — V(&n +1)!). 


Es ıst aber 
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(1,+1)” = 1.23..2n = 1.3.5.7..2n — 1x 24.68..2n = (1,+2)2°(1,+1)”. 






Also 





_4d+1”" _@+l,+D1 _(@n—1)” 
)" NE u. 2% Erw 1)” — 2n — u b) 








(1,+2) 







und daher 












1,+2\” _(2n,— 1)" 2n,—1 / 2 
+ 5) = ne 7 Be = =(er ) er Yz 15) i 







Offenbar ıst 


(l- 4 1)? 
922 ’ 





I = 
















h — IN” 

und das mittelste Glied in der Entwicklung des Binoms (1-+ 1)” ıst = 1) 
(1-+-1)” 

daher nähert sich das mittelste Glied in der Entwicklung des Binoms 1 = 5 





y .. / 2 . .. . .. 
um so mehr der Grösse l rn za je grösser rn ist; welches der erwähnte 


Satz ist, den man in der FVahrscheinlichkeitsrechnung anwendet. 











S. T 








Ehe ich in der Untersuchung der Eigenschaften der einfachsten periodıi- 


schen Functionen weiter gehe, will ich noch einen eigenthümlichen Beweis für 





den Werth eines wichtigen bestimmten Integrals geben; der sich an das Vorher- 





gehende unmittelbar anschliesst. 


Bezeichnet man, der Kürze wegen, das mittelste Glied in der binomischen 


















Entwicklung des Ausdrucks 
Ad+1® 


l= EHE Jan 


durch a, und das mte Glied, von diesem mittelsten an gerechnet, durch (m), 











so Ist: 
TER  e- DRr—2).....(n—m+-1D _ n—m+1 n—m+2 ı n—m+3 N-M+M 
m = " (n+1)(n+2)(n+3) habt (nm)  °' n+1 n+2 n+3""" nm 
2 a.(1 -)1- N Ba (ı- =) 
u nm ‚n+m—1 — n—+1 


n „Pers 0 n—?2 n—m+I 
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1 





a: 

















=) on... ae) 





Es ıst aber 


Eee EEE VE ER VE EI ED zer 


(1+7 — ,) TR (1+-—"—)>(1+2)" daher 


—_n 


























BR" und (m) < a(1+" 


Für ein unendlich grosses n ist aber, wenn e die Grundzahl der natür- 
lichen Logariıthmen bedeutet, 


+= 
(1— do ”» und (+2) =. 


Setzt man nun n = u, so wird offenbar, da jetzt beide Grenzen für /(m) zu- 


daher ist 


sammenfallen und nach ($. 6) 


1 1 


Va +Hnl uva 


AH 


Ist: 





/(m) = 


av‘ 


Nach diesen Vorbereitungen sieht man sofort, dass 








1=| = KH NHL SH OHU HH) 
=2(/ VO) H-fl)+..... +/(u?)) 
FALTSET ® +e Fr ‚+e% 2) = le e*”dx 
also 
Jerda =3Vr ist. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 3, 29 


Te 


ZELTE a TE 


WR. ea 
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$.8. 


Wir setzen jetzt die in ($. 5) abgebrochenen Untersuchungen weiter fort. 
Das Complement der Function px) soll durch xb(x) bezeichnet werden, 
so dass also 


br) =YPyI— x) 


gesetzt werden muss, Dann ist für ein unendlich grosses n: 





+n9) PO +n 77 
bla) = yG—a) = MH: nd ia — II\l1— PR E 2 1— 1-5; 


-n 24+1 _ 2B+l » Hi +0 a 


2x 9x +n ul ) 
= Hli+5;- 2 (1 un) = (1 - )Alı+ ii 1-51 


| l +0 
x +n 4x? ) 
-. (a 2n +1 n ad 22—1)/ * 


2x 


Lässt man den Factor 1— In 1 Weg, und setztn = &, so wird 
+29) _ 
bie ü i- ee 
Piz, EEE? Gehe 3 9% WO, 
während 
> "7 2,4+2% 
De i( a z)—= 1 
Y (x) X > ji 2 92, . L 
ist. Bei dem ersten Producte, durch welches hier die Function «b(x) darge- 


stellt wird, ist nicht zu übersehen, dass es einen Factor weniger enthält, als das 
erste Product, welches die Function g(x) darstellt. 


Die Haupt-Eigenschaften der Function «b(x) sind nun folgende: 


O=1 , W=0 , ıb-a)=ıbla) „ 1ba)= Plta) 
(na) = VW Ya ) » py@2n+lExr)=—b(x) , b(z+n) = (-N"rb(e). 
8.9. 


. . 1 . . ® . .. a 
Die Function er lässt sich leicht in Partialbrüche zerlegen. Nennt 


man die einzelnen Zähler dieser Partialbrüche .....@_2 5 @&_ı 5 &g 94 &ı 5 üg y aree» 


so hat man zu ihrer Bestimmung die Gleichung 
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1 _ zarHl _'5_8 
9: „NM+2: es 





Multiplicirt man diese Gleichung mit x — s und setzt dann x = s, so findet man 


nach ($. 4, 1 und $. 5, 3): 


2. (© =?) Te En I 
Rn Gr Sams (- )’y@—).-s Ma 7 i 





Es ıst also 


1L_ 241 13h 




















g® Br 2: ns? 
oder 
Mn. a ER Bi 8 7 
9 "226 22-4 22-2 22 22 +2 22 +4 2246“ 
ii Be En BE Du 
22 4(l-— 2?) 4(4— a?) 4(9—a?) 4(16—.?) 
a 1 5 W 1 $: 1 ei ] 1 
an te tritt - 17 2 
1 1 1 1 1 1 +2(- 1) 
u - 2x a atrdarrin + RE | = „222 3 
Man bemerke hier noch, dass auch 
ee ai a I 
2 x „M—a® x 1-22 4-22 9 _2 6—-—? 3-2" 
ist. Day(})= 1 ist, so erhält man aus dem vorletzten Summen - Ausdrucke, 


wenn man © =! setzt, die gleichen Brüche addırt und die Gleichung durch 


ä 
A dividirt: 


1 1 1 1 
n= l-3+5—-7+5- a 
Setzt man übrigens 
ER 1» 2 





pr = 41a? 


und betrachtet z als eine endliche positive ganze Zahl, so erhält man auch leicht: 


A - ‚a, — 1)*(n, — )* 
gg (1) raue I 


wenn man nämlich berücksichtigt, dass nach der erwähnten factoriellen Bezeichnung, 


29* 





ui” en 


En Se WETTE ua * 


ErnenEE 
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1 
SZ ad m mu 
sein muss. Für n = & geht die Formel in die oben angegebene über. 
$. 10. 


© . 1 . . . . . 
Eine Zerlegung der Function u)" Partialbrüche findet sich sogleich, 


wenn man in den Formeln des vorigen Paragraph 1— x statt x setzt. Man er- 


hält auf diese Weise: 











Ei ae gez 
we) ee FT TR, 
also 
ro de 1 1 N 1 v ı " 1 1 
u nur 3 u-1’ Hl art ar 
2 6 10 14 +2(_1)@2s—D) 
En y a, DE 0 ı Ze a 
”-1_1579 085-107 2 42° —(2s-1)? 
1 9 25 49 





Da das Product 


+ 4x? 
u les HH) 


einen Factor weniger enthält als das Product 


T 


+2 2 
z=rx 11(1 .— 
P +1 127/ ? 


Wr, £ . 
so kann man auch den Bruch Bye in Partialbrüche zerlegen. Verfährt man wie 


in ($. 9), so hat man nur 





+2 
ah QS Olg 
—— > 
g.ı -t—=S 


zu setzen, diese Gleichung mit & — s zu multipliciren und dann & = s anzuneh- 


men, wodurch sich 
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jezarz „je avezn 1 
a. Au 
2 p(@—s) m 5% 
(0) 
findet; denn es ist J"O=1 und ? 9 =, also 
yo U IE nn I ı 
GE N an nl str, tr rırt:t ır,; + un 
oder 
AR: 1 1 1 1 1 4 er 
6 ziel must star )=:- 2.24 
Setzt man in diesen Formeln 4 — x statt x, so erhält man 
nz: o'5 5 
we a1-2r—2s? 
also 
TpE 1 1 1 1 ı 1 
Zus Ba 2-3 22-1 2ı+l 2243 245 
( 1 1 u a a 2. =. 
= 4ılı_ et) -ets5etn- et )= ıH-_n 


Die vier in den letzten drei Paragraphen entwickelten Formeln stelle ich 
der Uebersicht wegen noch einmal zusammen; nemlich: 


st co D) 








(1.) ga en 9 
(2) je S, Tan: 
(3) =, 
(4.) rn. 23 Ferrere 


Setzt man, ähnlich wie in ($. 9), 


a Meute 2 
a. Du: (Gimif) 








nv _1 
gz “= 





so findet sich 





ae A Re re 


rn Ri Ba” a Ze RZ N ZT 


Er ES 
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Ye IT Yes: % 
gz nn —1,—2/\2n—1,—2/.r+s’ 


Für ein unendlich grosses rn geht diese Formel in die Gleichung (3) über. 


8.12, 


( a x i ’ 
Da der Bruch F 2 im Zähler und Nenner gleich viel Factoren hat, 


so kann er in dieser Gestalt zzcht in Partialbrüche zerlegt werden; wohl aber 
kann es mit dem Bruche 

_gara 

(2 +a)y(e) 


geschehen. Wenn aber s eine ganze Zahl bedeutet, so ist dieser Bruch dem an- 


dern 


gleich; wie aus (1, $. 4) erhellet. Setzt man also 


(2 -+a) > 


+4.) es? 


so verfahre man, um «, zu bestimmen, ganz wie in ($. 9). Man erhält dann: 


_S@-9ye-s+a __@_ 
dp Q (+a)yle—s) I n(ls+a)? 
also 
a) g(e+a) _ (tag) 1 Hai Io, I 
" oa) st =s+MeE N) nm Eimer z—s\ 


% 


Benutzt man nun die Gleichung (3, in $. 11) und multiplieirt die zuletzt 


gefundene Gleichung mit p(x), so findet man die für die Theorie der Functionen 


(x) und ab(x) wichtige Formel: 


(2.) g(at+a)=gyla)b(a)+rb(x)p(a). 


Vertauscht man in dieser Gleichung erst — a mit + a, setzt dann in der 
so gebildeten neuen Formel 3— x statt & und vertauscht in dieser dritten wieder 


— a mit +a, so erhält man noch die drei folgenden Gleichungen: 
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3.) pl — a)=yla)ıhla)—ıb(a)y(a), 
(4.) ara) =ueaidb(a) —ylR)yla) , 
5.) ıba—a) =ulaybla)+Y(R)yla) . 


8.13. 


Aus der Formel (1, in $. 12) lässt sich auch eine andere ableiten, wenn 
man in ıhr 2 mit — a vertauscht und sie in der Gestalt 


nyp@-a _% Br .%) 


@-ay@ya " Za-9e-n 


p(0) 





schreibt. Setzt man nun a = x und erwägt, dass o >" ıst, so erhält man: 
(1.) br. x Ya. 
\ (px) (2 — 5)? 


Für =} ergiebt sich aus dieser Gleichung, da p(!) =1 ist: 


42 1 +» 1 
RER E75 = u u. ER FREE 
"=42. m Ir 
also 
n? 1 1 1 1 
(2.) 8 = 14,9 +5 t9t+t57 + ..... 
$.14, 


Es lässt sich zu den vier Gleichungen in ($. 12) auch noch auf eine ganz 
andere Weise gelangen, die schneller zum Ziele führt, als die dortige. 

Wenn nämlich F(x,y) eine Function von x und y ist, die sich nach stei- 
genden Potenzen von x entwickeln lässt und für = = 0 einen endlichen Werth 
F(0,y) annimmt, ausserdem aber verschwindet, wenn x die Werthe aylse is. 


erlangt, so muss sie offenbar von der Form 


F(&,y)=F0,,)(1-,)(1-,)(1-2)--- 


sein. Diese Gleichung gilt für jeden Werth von y und verwandelt sich z. B- 


für y=o in 
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F(x,a) = F(0,«) (1-5)(-3)Qa-2) 


Aus diesen beiden Gleichungen erhält man also: 







(1.) F(0,a) F(x,y) = F(x,a) F(0,y) . 





Dieser allgemeine Satz lässt sich auf unsere Angabe anwenden; denn offen- 





bar hat die Function 





gyy+a)+y(ly—a) 







die von der Function F(x, y) vorausgesetzte Eigenschaft, welche nöthig ist, da- 
mit die Formel (1) Statt finde. Denn es ist 





dy)=PyG-y)=—yly—»),undauc ıJb(y)=Y(Ü-+y), 






Ferner ist für eine ganze Zahl n: 


weil ab (— Y) == ab(y). 








yy+n)=(—-D’y(y), alsoy(y+n+29)=(—-D’y(y-+ı) = (-1)"U(y), 
yy—-n)=(-N’y(y), also yy—n—N)=(-N’p(y—} =—(-DI(y), 






folglich 





(2.) gyytn+ı)+g(y—n—ı)=0. 













Setzt man also 


Fay)=yy+ta)+tPy—a); 


so verschwindet diese Function wenn man dem & die Werthe 4, 3,5, 7,.. giebt; 


und nimmt man «=, so wird 
F0,y)=29(y) ; F0,)=F0,)=2y4)=2; 
F(x,a) = Fx,) = gl) +ygl—r)= 2ıb(x), 
und daher verwandelt sich (1) in 
3.) y(y+n)+yy—a)=2ply)ıbl). 


Vertauscht man in dieser Gleichung = und y und erwägt das (x —y) 


= —g(y—x) ist, so erhält man 


(4.) y(y+R)—py—2)=2pR)U (y) 
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Für 1—y statt y verwandeln sich diese beiden Gleichungen in: 


(5.) Jb(y—a)+ ab(y+ x) = 2rh(y)ıb(e) , 
6) YdYy—)—uyrR)=2yle)y(y). 


Die Summe der Gleichungen (2 und 3) und ihre Differenz giebt die 
Gleichungen 


(7.) gay) Y)rURDIyN ; 
(8.) y(e -Y)=yanıY)-UR)yly). 
Eben so erhält man aus den Gleichungen (4 und 5) die beiden andern: 
(9.) va+y)=SUVRUIY)-PyR)yy); 
(10.) be-y)=UaINHIRÄPG). 


Diese vier letzten Gleichungen sind die ın ($. 12) entwickelten. 


$S.15. 
Da ıb(0) =1 ist, so erhält man aus (9 in $. 14), füry=x: 
(1.) (Ab)? + (p x)” =: 


durch welche Gleichung die Functionen px und xx auf einander zurückgeführt 
werden können. 


Setzt man in (3, $.14)y= «+19 und x» =!da und dividirt die Glei- 
chung durch d«, so ergiebt sich aus dieser Gleichung die folgende: 


ame nk AL HOR — ı(a+i0c). 


a RR Ida & 
(0) He S ur i 1. : 
Da aber - 0 Zr, sois für ein unendlich kleines de: 
Ip(e) 
(2.) au > mb(a). 
Vertauscht man hier « mit 3 — «a, so erhält man 
Ile) 
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Mit Hülfe dieser Differentialquotienten lassen sich die Functionen y(«) 


und «b(&) durch Anwendung des Maclaurin'schen Satzes in Reihen entwickeln, 


die nach Potenzen von « fortschreiten. Man erhält, wenn man « = — selzt: 


J 


ı(? x? x* z° 
(4.) bE)=1-5+5-5+ PR: 
u. z x? x’ x? 
(9.) 9(2)= 1 - tur tr na 


Diese Entwicklung hätte bekanntlich auch noch auf vielfältig andere Weise aus- 


geführt werden können. 
16. 


Die Formel (1. $. 15.) führt zunächst auf den Gedanken, die Functionen 
pa und alıw geometrisch darzustellen; und zwar nicht etwa so, dass man auf einer 
geraden Linie einen Anfangspunct annımmt, x als Abscisse auf dieser Linie ab- 
schneidet und die Functionen gx und abx als zugehörige Ordinaten aufträgt, 
sondern so, dass man einen Krers AECBD zeichnet, dessen Radius der Einheit 
gleich ist, in demselben zweı aufeinander senkrechte Durchmesser AMB und 
CMDund aus dem Mitteipunet M einen Radius ME zieht, dessen Projectionen 


MF und MG auf die Durchmesser AM und CM, die Functionen ıb(x) und y(x) 


darstellen. Da nun 


Öb(O)=+1 y(0) = +0 
I) =+0  gO=+l 
PV)=—l1 g(l)=+V 
bb) = +0 ye)=—I1 
b(2) = +1 p(2)= +0 


--—... nm. n......„..........„..„m..n.....n„.............e 


ist, so ergeben sich die Grössen ab (x) und p(=) als Functionen des Bogens AE, 
dessen Anfangspunct A ist, der aber nicht selbst durch & repräsensirt wird, son- 
dern dieser Veränderlichen nur proportional ist. Dieser Bogen AE kann durch 


p&® bezeichnet werden, wenn p die Länge des Halbkreises AECB darstellt. Es ist 
aber leicht, geometrisch zu beweisen, dass das Verhältniss TE der Einheit gleich 





wird, wenn beide Linien bis zum Verschwinden klein werden; daher ist 


Gı 
(Z)=1. 
Pe): 
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Es ergab sich aber bereits (*2) -n; daher ist „> 1, oder die mit x 
di= 
bezeichnete Zahl drückt in einem Kreise, dessen Radius 1 ist, die Länge des 


Halbkreises aus. 
Hieraus und aus den Gleichungen (4 u. 5 $. 15) erhellet, dass die Func- 


tionen und ab nichts anderes sind, als die mit dem Namen Sinus und Cosinus 


bezeichneten Kreisfunctionen, oder dass 


y(x)=sinma und Ab(x) = cosnx 


ist. 
$. 17. 
Nachdem die Formeln (6 u. 8 $. 14.), nämlich 
wen yahyshrd: 
Yyary=yedy—yrpy 


gefunden sind, bietet sich zunächst der Gedanke dar, beide in eine einzige 
symbolische Formel zusammen zu fassen. Bezeichnet man nämlich Y—1 durch 


7, so ist die erwähnte Formel: 
1) vbae+y)tiglety) = (betriyge)by+Hipy); 


denn sie zerfällt in die beiden obigen, wenn man die reellen Theile beider Seiten, 


dieser Gleichung einander gleich setzt, und eben so mit den Coefficienten von 7 


verfährt 
Die Formel lässt sich leicht zu dieser: 


ba+y+z)tigaty+t:) = dr+iya)lby+Higy)Qabz+igz) 


erweitern, aus welcher man dann durch Wiederholung der hier benutzten Ope- 


ratıon leicht die Formel 
(2.) (mr) Hip(nx) = (brripa)" 
findet, in welcher n eine positive ganze Zahl ist. Da aber 


Gbna)”’+(pgna”’=1, 


| I ' 1 —— I a a ne ı ” ad (a ++ p x)” 
also vater be-Fig: 





ist, so ıst auch” 


30* 
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ab (—nx)+ipg(— na) = (Aba +ipx)”; 





und daher gilt die Formel (2) auch für ein negaiiwes ganzes n. 


EN ., M u 
Aus (2) erhält man auch, wenn man die Gleichung mit 7 potentürt: 


mn 


(bnz + ipnx)" = ((batiyx)" = rbma +ipmx 


r © ’ 
Vertauscht man hier & mit —, so wird 


mn 


. = N MT r MT 
(ye+iyga)" = od +ıp 7; 


also gilt die Gleichung (2) auch für gebrochene n. 


a 2m 7 ; 
Setzt man ın (2) x = > und erwägt dass «b2—=1 und 92 = 0 ist, so 
erhält man 
2m en j 
‘ I 
p— + —) =1. 
(3.) E- Ro 


. 


2m 


Es 2m > s i Ra ! ; 
Also hat die Function d—+ig 2 die merkwürdige Eigenschaft, dass ihre 


nte Potenz der Einheit gleich ist, und 


( ‚ 2m u 5 
D—+:9 


N n 
ist eine periodische Function von x, die stets wieder zu ihrem ursprünglichen 
Werthe zurückkehrt, so oft & um rn Einheiten zunimmt. 
Diese periodische Function hat eine zmaginäre Basıs, aber das Argument 
x durchläuft reelle Werthe. Man kann aber auch noch zu einer andern perio- 
dischen Function mit reeller Basis und imaginärem Argumente gelangen. 


Denn es ıst 


; (Er 2) 
IX OT = W- IQ—- 
ne n Fn 





und, wenn r unendlich gross angenommen wird: 


? AR +2 2 4? ) Be 
(x -) er u. I n(24—1)?/ 1 


zT MR; se ) +» 4r° ) te 
‚=: b<- = —-N(l1l—-—-—): NM — 
und g n 'p N +1 BAT 1 n’(24— 1)? n 


| A m ina\" 
br+ige = (BE) He =(1+ 7), 


also 
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oder auch, wenn man ix mit x vertauscht: 


x (1 ze” _ ut a’ z* x’ 
tig = +2) = ıtraıtz3i1tg: s.... . 
Für 2 =]1 ıst 
IN? 1 1 1 
(1+,)- 14H + +5; + EIER 2, 71828 Fe ae, 


- - - [2 “ Fr 
wenn diese constante Zahl mit e bezeichnet wird. Dann ist aber, wenn man 5 


stalt 2 setzt: 
b-Fiy- =e— ER 
RETTET EEE 
Vertauscht man wieder & mit im x, so wird 
baripe = e”*, 


Für x = 2n wird db2r =1 und 92n = (0), wenn n eine ganze Zahl ist; daher 
ist 


gerri — 1 


und e” ist also ebenfalls eine periodische Function, deren Periodieität aber nur 
dann Statt findet, wenn x imaginäre Werthe durchläuft, also von der Form 
a+ıb ıst. 

Da nun baripe = er”, 


x — Ipx = e” 


ink 
i 


also ı ist, 


so wird abx = 4e*"? + e”*) 


und ya = !ile”— e”*). 


$. 18. 


Unsere Aufgabe könnte hiermit als gelöset betrachtet werden, da jetzt die 
wichtigsten Eigenschaften der einfachsten periodischen Functionen und ihr Zu- 
saımmenhang untereinander nachgewiesen sind. Besonders diejenigen Mathema- 
tiker, welche ein Interesse an der systematischen Entwicklung der einzelnen Dis- 
ciplinen ihrer Wissenschaft nehmen, werden diesen Untersuchungen ihre 
Berücksichtigung nicht ganz versagen; denn in der That: wenn man an die Auf- 
führung eines Lehrgebäudes der Analysıs denken sollte, würde die Idee der pe- 


riodischen Functionen, abgesehen von ihrer hohen praclischen Wichtigkeit, schon 
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deswegen in den Vordergrund treten, weil sie zu fruchtbaren Parallelen zwischen 
Geometrie und Analysis Veranlassung giebt. 
Ich werde in dem folgenden Paragraph noch zu zeigen versuchen, wie 


einfach sich viele Sätze durch den hier benutzten Algorithmus beweisen und fin- 





den lassen, und in welcher Weise diese einfachen periodischen Functionen durch 


Kettenbrüche dargestellt werden. 


19. 


un 


Es ıst 
+4? — 2?) +2(2)— DD? — x? 


p(x) = 2x A 12-1 und Ab(x) = a aim folglich 


v(zll—a)) _ 1 7 (27,- P-4Al-A) A HI 9 
a" Bau KR) AU —-D) se 


Die Zähler der Partialbrüche werden nun wieder auf die bereits bekannte Weise 
gefunden; indem man die Gleichung mit x — s multiplicirt und 2 =s setzt. 
Man erhält dann 


\ Ss 


a.=Jb(s— sa)(“ = = bsabsa—ysysa) ei; 
Pen yx Ja; a. 1 "FÄEDg@- Ham" 








En ME = 36. 
,s ıst aber Us — us = (—1L5; 5 u ws zn I Baer ur 
Es ist aber abs = cos (—1)’;y sinms und (as). © 
also 
sa 
am; daher wird 
va(l— a) 1 Gwsa 1 ıv 2a aba 1 va 2a 
px a ee Te PU, Deu, 16 ei denne 2. er m nun 
1 2z( wa ıv 2a v3a wd4a 
a ar st a a er ee allg: 

oder, in den bekannten Zeichen: 

1) coszr(l—a) 1 2r2(cosan cos2ar cosd3arn cosdan 

sinzz nt -ır2- I r2 Ir Ic $ 


Hiernach ıst nun 





cosz-+(1— )) 1 ar cos 2brı cos3br cos4hr L 


RE | Tas —- =’ _9 a pr 16 2... 


sinzz TE 7 
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Die Differenz beider Gleichungen giebt, wenn man }(a+b) = a und }(a—b) = ß 


setzt: 





sinze(l — e)sinze; Ei 22 gsinen sinn sin2ensin2Pr , singen sin3 Art 
sinszz st a — 1 a 24 2° _9 + ..... 


Für # = 0 erhält man aus dieser Gleichung: 


sinez 2sin2oenr 3sinden 4sinden 


en sinze(l—e) _ 2 sin2an 
Ai tra -ı1 ro-ı tan te 


(2.) sine ga 








Differentiurt man (1) nach «, so bekommt man die Gleichung (3) ebenfalls. 
Wenn man die Formel (2) direct durch Zerlegung in Partialbrüche ab- 
leiten wollte, so müsste man mit einiger Aufmerksamkeit verfahren. Da px(1-a) 


und 9x eine gleiche Anzahl Factoren enthalten, so lässt sich nicht der Bruch 





en ” wohl aber der Bruch ae - ın Partialbrüche zerlegen. Man setze 
also 
gsll—a 5 o 
eu — —_: -: 


dann erhält man 








= ee jo a) vn -) u Yspsa I nie psa 
p: 2 Ja=: E) a(—1)% raagtii® 


Dieser Ausdruck für den Zähler «, ist nur richtig, so lange s von O verschieden 


ist; denn um a, zu finden, hat man nur: 











gel —4) i 
= (FF — r _ mi-1s; 
daher ist 
vr ts Ve Sr nen 
px u T +1 8s($s — €) 
io. ei _9sa m mh 2%) spsa sa 
ME ar +1 8(8— 2) I al- u” T + (2? $ 





Ist nun aber x(1— a) eine sehr grosse ganze Zahl, so verschwindet die Summe 


22 links der Zähl daher bleib 
er? so wie links der Zähler gx(l1— a), daher bleibt nur 


2 2 og a) 
st +L Ss 


0=1—a— 
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Man erhält also endlich: 


= sy (8 a) 


+1 $” x? 


Y e( 1 —.A) 
Ye 


2 
ST 
welches die Gleichung (2) ıst. 


$. 20. 


Ueber die Grenzen, innerhalb welcher die mit @ bezeichnete Constante 
in den zuletzt entwickelten Formen liegt, ist Folgendes zu beachten. Wollte man 


: cosSsar . . . I 7 
z.B. =, !n Partialbrüche zerlegen, und es wäre a von der Form «+ nr, wo 


& kleiner als m und n eine positive oder negative ganze Zahl ist, so erhielte man: 








coSar cOoSsarcosnzr Sinezsinnnz - k. 
sınsı x sınsıx sınsz -t—$ 


Multiplicirt man diese Gleichung, um %k, zu finden, mit & — s, und setzt 


Q?’ 
dann @ = s, so fällt, wegen des Factors sin ars, der zweite Theil links ganz weg, 
o. rc 4 ee COSR«XCOSNTX 
und man würde auf diese Weise nur die Zerlegung von rer bekom- 


men; daher muss a zwischen — x und + x liegen, wenn die erhaltene Formel 
volle Gültigkeit haben soll. 


Man sieht nun leicht, dass die Formel 


2n-+1 2n+l 
coszz(l—a) _ 1 Sroosans 
sin x Bun ut 
nur gilt, so lange 
2n 2n +2 
Tr er 


ist; denn wenn man die Potenzen der Cosinus in Cosinus der vielfachen Winkel 
auflöset, so braucht man nur die vorher angewandten Schlüsse zu wiederholen, 


um sich von der Richtigkeit der Behauptung zu überzeugen. 


$. 21. 


Die beiden Reihen (1 und 2, $. 19) führen unmittelbar, wenn man x 


durch #V— 1 ersetzt, zu den beiden bestimmten Integralen 
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n 
c0Sa302% sre="* l 
re A 
PP Ai +2 2x 


2) 
ssinazdz 
cr nt —ar 
(2.) f’ ı? +: 2? er are ei 
u) 


Durch dieselben Mittel erhält man auch mehrere andere bestimmte Inte- 





(1.) 


grale. Um z. B. den Bruch 


Yx gx 


wetywy  2pile + y) Yila—y) 
in Partialbrüche zu zerlegen, setze man ihn den beiden Summen-Ausdrücken 


+2 U. +2 I 
+ S y N $ 


PER FIIBRERE 
2 +l+2+Yy' 2 2s+l+2—y 


gleich. Zur Bestimmung von a, erhält man: 








_\k@+ry)+s+tilgs —- 9(y+25 + Dia +y)+s+3% j 
TiiatwyictyN) Sıaa YY+S+) WÜ@HW+HSH, 
Es ist aber ab) (y+s+1)=g(y-+2s+1), daber wird 
1 


O. ZB u 
$ ww? 


und denselben Werth bekommt auch £,, folglich ist: 





sinzx BE Nbnken ..._ IEREES 1 = 1 1 i 
COSTx + cosıy yaryıy 7 ls +l+aryt2s+ılta-y 
22 2s+-1l-+r 2% 2s+l+r 25 2s+1+x 

= bet; Pe en Dunn Yan = "srl ans +lr®?—y 
2% 2s+-1-— x 2s+1I+r |] 








u (2s +1— x)? —y? —@2s+l +2)? — yi' 
Ersetzt man in dieser Formel y durch yY— 1, so findet man: 


2s +1 —r 2s+#1l+x 


sinst.x 1 zei En; 
u I2s+Hl— a)? +y Qs+l +) +y? 


‘ Fa a un ENT R I ce 
3.) eI7 +2coszıete”7 — ao 





Multiplieirt man diese Gleichung mit cosaydy, und integrirt von O bis &, so 


erhält man, mit Benutzung des eben in (1) angeführten Integrals: 
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232 12, 
s cosaydy u 
inwef ar m = je +-1-—x) a 
0 
cosayd 
— (2s+1-+x) u 
)2s+1+2)?+ 3° 
YA 
. +2 +al_ p-ax 
Be Serie) es +1+r)! —_ Ke rag__ ge .; e@+D _— ı e h e a 
FA 9! As ji “ 2 ers oe ° 


x ,2,@za ergiebt sich: 


Also nach Vertauschung von za,ry,a mit 





2 
4.) cosazdz BEER ehe. Zei 
(4. e*"+-2cosc+e”" 2sinz et"-e-.” * 


v 


Für ay —1 statt a, folgt hieraus: 


2 ° 
1 gr + e° ı sınar 
(3.) A e*:+20082 re; 92 — 2sinz sinarz ? 
N) 
und für a =0: 

u 

s O2 x 
(6.) en a 

er’+2c0s2 + €” 2sin« 


u) 


Aus den Formeln ($. 19) hat man unmittelbar: 





sinzz(1— a) 21° % sinsar 


sinn — l-a+ 1 1s(—xr) ? 


. } 
oder, wenn man » mit @Y —1 vertauscht: 


e+7x(1-a)__g-rx(1-a) 22°” +2 sinsarı 


Br Bang 1 ze A u zn 
et’t _ er st 318(8?+ 2°) 


. . 14, . . 
Ersetzt man hier x durch 1X und ed durch „und nımmt dann nl unendlich STOSS 


an, so erhält man aus der letzten Formei: 





Mi "sinazdz „mas 
(7.) 7 re 55l- ). 
u. 


Aus der Formel 
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coszz(l — a) 1 22 *% cossarı 1 
— — nn — 2 — == COOL TECOsarız ATX 
sınza ze 1 ı ®2—:r? ıtact+sınarTra 


wird für = 0: 


ji Bar 2 
ort= — > — .2 4 
c TCX ” 7 + 0 we 


und aus diesen beiden Gleichungen 


\ l1—-cosanı 2x “T c0Ssarı — 00Sarır 
DATE — —— 2 — - 
7x gt +l u 7 





[3 [3 a * . 
Setzt man hier wieder nx statt x, „ statt am und nimmt rn unendlich 


gross an, so gelangt man zu dem bestimmten Integrale 


.2 P 
cosaz — c0osaxr tsınazr 
(8.) [ — |: zn m, 
cz 
ä 2 


a. 


Aus den hier gegebenen Beispielen ist hinlänglich klar, in welchen Fällen 
sich die benutzten Methoden zur Auffindung bestimmter Integrale anwenden 
lassen. 





$. 22. 


Ich werde in diesem Paragraph noch einige Reihen für die Kreisfunctio- 


nen angeben, die ich sonst nirgends angetroffen habe und deren Entwicklungs- 


H 
methode eine gewisse Allgemeinheit hat. 


Es ıst 


Ba 
l1—-u z. Verr 


oder wenn man auf beiden Seiten d-a)d-)) addırt: 


; u ee es . 
TE a re 7; mar zw 


c 


und durch Addition von d-sd-DAss auf beiden Seiten: 


1 a Bn 2a b Zu 
1.) a-ga-ya-a  Hızn ta-aa-mtra-ga-Ha-g 





Man sieht leicht, dass diese Formel für eine beliebige Anzahl von 


31* 
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Factoren gilt. Vertauscht man a, b, c, ..... mit > 33 7, so geht sie in fol- 
gende über: 
(2) en RE BEER 
a—a ß —_ b;, = c0d—d'''' 
1 ab aße aßyd 





=] a B-DU* (@ — a) ( G-Db- )' (@-a)(® -»G-06-4)* 


Diese Formeln lassen sich offenbar auf die Zerlegung von Producten wie 


pn PER | + 2r . Ar? 

re I 

i +29 +-2r F +24)? — 47° 

e = Ä —— I 
sın ra I rl —=ral n(1 )= 2x1 42_1 
unmittelbar anwenden. 
Es ıst z.B. 
EHE 2. ER NG „ Ai. ie © 
sine „AR? 4-2 6-7 BE -# HB" 
3 15 3) 63 





"3-@-D B-(@-) 3-(@-D 63- (2-1) 
daher nach (2) 


x 2°’ — -1 3(2?°— DD ; 3.15(@°—D TERN 
3.) sinire — ir er (4— 2?)(1l6 — x 9) 7 A-2096 — x?) (36 — ı?) 


3.15.35(2°—D) 
Ba )(A6— 2?) ‚6-61 -2)T 


Für & = 0 erhält man aus dieser Gleichung: 


o 2-G 


Eben so ıst 


1 +2 (24-1)? 1 32 52 72 
cosirz v. Pr (24 Hin 1)? — 2° ax I 35-39 237 5 “u... r 
also 
Be 1 r? 2? 9.22 
0.) cosire 1+ I-z2'a _ NO -HA — 1?) (9 — 2?) (23 — 2?) 
0,252? 


+ -S- N -HF 
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Zieht man zu beiden Seiten dieser Gleichung 1 ab, dividirt dann durch &? und 
setzt nachher & = 0, so erhält man den Ausdruck für !? in ($. 13). 


Durch dieselbe Formel findet sich auch: 


1+27_ A1-2)8+27°) _ A-2)9- 9)6 — 27°) 
4-2 (4-2) (16-22) (4-22) (16-22) (36 — 2?) 





(6.) zootIre= — 


(1— 29) (9 — 2?)(25 — 2”)(7 +27?) 
 4— 2 )16 — 22)(36 — 2?) (64 — 2?) Tim 





(1 +27) (4-2) (3+ 27°) 2(4 — 2’) (16—- 2) 5 + 22°) 
(7.)tangy.irx = HZ A-DTBA-9)9-)72. 71-2)0- 22) - 2°) 





(ER ) 86 — 2?) (7 +27? ) 
7.91— 2°)(9 —- 2) 25 — 2?) (49 — 2?) 





Dividirt man nun diese Gleichung durch & und setzt dann x = (0, so erhält man: 











aszE 2.4 2.4.6 
8) 37 = 1+35+35 +: Mi 3) +3 9° s7)*+ Kor 
0.) osra = 1-@°-(1-2),—(1- ©) (1- >) -1-2)(1- )(ı 5)5- #2 
h z(l1- 2°) zl—- 2?) (4— 2?) z(1— 2?) (4— 2?) (16 — 7?) 
(10.) ımyre=t+-073 +7 —(1.3)25 u ER (1.3.5)°7 - 
„A 29)4- 2)A6- 27)@6- 2?) |, 
(1.3.5.7)? 9 DE ne en en mu TEE > 
$. 23. 


Es lassen sich aber auch noch auf ganz andere Arten Rerhen für der- 


gleichen periodische Functionen finden. Schon einzelne Beispiele werden hin- 


1 


reichen, die Methode zu erläutern. Man weiss z. B., dass die Function ai 


für = 3, 9, 15, 21, 27,.... unendlich wird und für x = 0, 2, 4, 6, 8, 10,.. 
die Werthe 1,2, —2,—1,—2,2,.... annımmt. Man kann daher dieser Futietion 











die Form 
1 Bi? C2°(2? — r?) Dr? (2? — r?) (4? — 7? ) 
cosizz = A + 3_t 2), P’— Sta 2 3? _ 2?)(9° FR x?)(15? FE 2?) a aba 


geben. Setzt man nun hier für & nach und nach 0,2, 4, 6, ..., so nimmt die Seite 
links in dieser Gleichung die Werthe 1,2,—2,—1,.... an, wodurch man für die 
Coefficienten A,B,C,D,..... die Werthe 
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1 > 5.13 BA. 
* 009 u 9 
findet. Es ıst also 
1) 1__,„,„_it _ _ 6e@-N | BR - NE) 
ws 48-2) 12ER 2) 52 -IR-2I5-2) 
2sin? u nr 
Zieht man zu beiden Seiten dieser Gleichung 1 ab, so erhält man links - oosinz 


und wenn man nun mit &° dividirt und dann & = ®Ö setzt: 


65 7 


2 PAR. 20) 0. 
«= 1 — 1 ne 


— 9, 8697 ; 


während der wahre Werth 9,8696 ıst. Man sieht, dass diese Reihe, die ohne 
alle nähere Kenntniss der Function, welche entwickelt werden soll, gebildet wurde, 


dennoch zur numerischen Berechnung ganz geschickt ist. WVollte man z. B. die 





Secante von 15° berechnen, so müsste man & = ! setzen und würde dann schon 


durch Benutzung zweier Brüche dieser Reihe sin 15° = 1,03527 bis auf 5 Deci- 
malen genau finden. Diese und die ähnlich gebildeten Reihen haben vor den 


bekannten New/on’schen insofern einen gewissen Vorzus, dass sie die Kenntniss 


o?’ 


von nicht voraussetzen und folglich unmittelbarer zum Ziele führen. 


Ganz auf dieselbe Weise werden folgende Reihen gebildet: 


4(1— 2?) 11(1 — 2?) (2° — 7?) Bl(1— 2?) (2? — 2?) (3? — 2?) 


(2.) cot;rw = er +9,82 _IE-9I)" HR- N - HAR- 2) 





15(1 — 2?)(2? — - 2 M)Ö’— 1), 135 — 2?) (2? — ’)3’— 2?)5’— z?)(6’— 7?) 


2: 2-2) F-A)P- HA) KrL-PE-)AP-F)UE-2)R20- 22) 





# oc... 
’ MR) a — De? m. DIr’—4) (2-9) 
(3.) cos!re =1— a1+ FT 7 6! er u gi ni u 
= (2? — De? — 4 —1I —4)(2’—9 
(4) sinne = 1] 3) | = Le Med Zee z(2’ em )Cz’ nl 


Da es hier nicht meine Absicht sein kann, den Gegenstand ausführlich abzuhan- 


deln, so mögen die gegebenen Beispiele genügen. Es werden sich danach leicht 


für ähnliche Functionen Ähnliche Formen bilden und berechnen lassen. 


Berlin, im Januar 1853. 














13, Heine, Untersuchungen über ganze Functionen. 237 
‘ 


13. 


Untersuchungen über ganze Functionen, 


(Von Herrn Prof, Dr, Heine zu Bonn.) 


VV ann ist eine Gleichung irreducibel? 
1. 


m 

E; kommt häufig vor, dass man zu untersuchen hat, ob eine gegebne 
ganze Function einer Veränderlichen zrreduecibel sei; oder, allgemeiner gesagt: 
dass man diejenigen Factoren einer gegebnen ganzen Function mit rationalen 
Coefficienten zu suchen hat, welche wiederum rationale Coefficienten haben. 
Es scheint bisher nur der einfachste Fall erledigt zu sein; nämlich der Fall, in wel- 
chem es sich um Factoren ersten Grades, also von der Form &-+ «a handelt, wo 
a eine rationale Zahl ist. Es ist schon seit lange eine Methode bekannt, die ratio- 
nalen Wurzeln einer Gleichung mit rationalen Coefficienten zu finden. Wir 
wollen hier zeigen, wie sich die allgemeine Aufgabe durch Zurückführung auf 


diese besondere Aufgabe lösen lässt. 


2. 


Es seı 
(a) Jf (d)=x"+aa”+..... +a, 


eine gegebne ganze Function mit rationalen Coefficienten a. Wir werden nun 


untersuchen, wie eine ganze Function vom znten Grade: 


(?) yla)=ar ya .... 2ym 


beschaffen sein muss, damit sie erstens f(a) fheilt, und zweitens rationale Coef- 
ficienten y hat. 
Da (x) in f(x) aufgehen soll, so wird bei der Division ein Rest bleiben, 


dessen Zähler von der Form 
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und identisch gleich Null ist. Man erhält daher die zn Gleichungen 


(y) A, — A, EB on... A, == 9, 


‘ 


Die A sind offenbar rationale Functionen der y, so dass sich durch 
Elimination mGleichungen mit rationalen Coefficienten aus ihnen finden lassen, 
von welchen jede nur eine der Grössen y enthält. Wenn wir eine Grösse ratio- 
nale Function von anderen nennen, so sollen auch ihre sämmtlichen Zahlencoef- 
ficienten rational sein. (Die Gleichungen (y) können weder widersprechend, 
noch unbestimmt sein. Denn y(x) theilt f(x), sobald alle y den Gleichungen 
(y) genügen, und umgekehrt; ferner können nicht unendlich viele, sondern es 
kann nur eine beschränkte Anzahl von p(x) existiren. 

Man suche nun die rationalen Wurzeln dieser Gleichungen. Giebt auch 
nur eine Gleichung keine rationale Wurzel, so hat f(x) keinen Theiler von der 
geforderten Beschaffenheit. Im Allgemeinen wird man für jedes y eine gewisse 
Anzahl rationaler Wurzeln erhalten; es mögen sich für yı, Ya, Tesp.rı, 72, U.S.W. 
ergeben. Die zusammengehörenden Werthe lassen sich entweder durch Substi- 
tution in die Gleichungen (y) ausmitteln, oder man bildet die r,,r3 ..... r. Func- 
tionen für p(x). welche man erhält, wenn man für jedes y die ihm zukom- 
menden rationalen Werthe der Reihe nach setzt, und versucht, welche von die- 


sen Functionen f(x) theilen. 


3. 


Auch ohne die Gleichungen (y) zu bilden und die beschwerliche Elımi- 
nation auszuführen, lassen sich die oben erwähnten Gleichungen für jedes y fin- 
den. Um die Gleichung aufzustellen, deren Wurzel eine bestimmte von den 
Grössen Yıs Ya ++++- Y„ Ist, welche Y sein mag, muss man in’s Auge fassen, dass 
Y eine symmetrische Function von m unter den n Wurzeln der Gleichung 
tz) = 0, und zwar von bestimmter, bekannter Form ist. Setzt man in diese 
Function statt der ursprünglichen m Wurzeln, der Reihe nach alle möglichen 
Gruppen von mWurzeln der Gleichung /(x) =0 (die Anzahl dieser Gruppen 


n(n—])..... (n—m-+]) re ua \ ; | 
ist offenbar — 75 ——: eine Zahl die wir mit « bezeichnen), so 


entstehen «ı Werthe, die Y, Y,, Y,.-ı sein mögen. Dann ist Y eine Wurzel der 


Gleichung 


(F-N(lır— Yı).-- (!’-Y,)=V. 
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Da aber jede symmetrische Function der Grössen Y, Y,, Y _, auch 
eine symmetrische Function aller Wurzeln der Gleichung /(x) = 0, also be- 
kannt ist, auch ohne dass man f(x) = 0 auflöset, so wird das obige Product die 


Form 


4 


(6) I" +b,"" +... + b, — (0 


annehmen; wo die 5 rational und bekannt sind. 


Beispiel. Es sei zu untersuchen, ob 
a) =’ — a” — 2x0 +2 


durch eine Function vom zweiten Grade mit rationalen Coefficienten, p(x) theil- 


bar sei? 
Man setze 
y(a)= a" — Ya y 
und bezeichne die (unbekannten) Wurzeln von f(x) = 0 durch a,, &, &z 





> ' 3.2 
Sucht man zunächst die Gleichung für y,, so ist u = 137; ferner 


=, , Bh =, +4, , , 4, =u#+0,. 
Dies giebt 
Y+-Y+r=-+2, 
YY+-Y’/Y, +Yr,=—1, 
YYY=-+0; 
folglich 
”’—-2r’—-Y=0. 
Der rationale Werth, der sich hieraus ergiebt ist y, =(0. 


Setzt man Jetzt yy = /, so erhält man 


Ente 5 Fe. a Zah 
Y+Y+ı =—2 
YYy+W,+Yh=-—2, 

YYY, —= +4, 
+27” —-2Y—-4=0, 
yp=—2. 


Es kann daher p(a) nur gleich x — 2 sein. Dieses theilt auch f(x); also ist 


wirklich (x) = x°— 2. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XVLIII. Heft 3. 32 
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4. 


In No.3 ergab sich eine Methode, für jeden Coefficienten y einer Function 
p(a), welche f(x) thedt, seine Gleichung zu bilden. Das Verfahren zeigt 
deutlich: » 

1) Dass, wie auch die Coefficienten « von f(x) beschaffen sein mögen, ratio- 
nal, oder nicht, die Coefficienten 5 der Gleichung für F immer gefunden 
werden können, ohne dass es nöthig wäre, f(x) = 0 aufzulösen. 

2) Dass die 5 nur die Irrationalitäten enthalten, welche in den a selbst vor- 
kommen. 

Man sah, wie sich die Aufgabe: zu untersuchen, ob eine Function f(x) 
mit rationalen Coefficienten durch eine eben so beschaffene Function vom rnten 
Grade, p(x), theilbar sei, durch Zurückführung auf eine einfachere Aufgabe, 
nämlich auf die Frage, ob (0) mit rationalen Coeffhicienten d eine rationale Wurzel 
habe, lösen lässt. In (No. 5 u. 6) soll gezeigt werden, wie durch die gleiche 
Methode zwei andere Arten von Aufgaben gelöset werden können, die für die 
Lehre von den Gleichungen wichtig sind. 

>. 

Von der ersten Aufgaben - Art setzen wir den Hauptfall, auf welchen die 
andern zurückgeführt werden können. Wir werden nämlich zeigen, wie zu 
finden sei, ob eine gegebene irreducibele Function mit rationalen Coefficienten, 
(x), durch Hinzufügung der Wurzeln einer gleichfalls gegebenen irreducibeln 
Gleichung init rationalen Coefficienten ab(x) = 0 reducibel werde, d.h., ob f(x) 
einen Factor f(x) habe, dessen Coefficienten rational durch die, wenn auch un- 
bekannten Wurzeln von ab(x) = 0 ausgedrückt werden können. In den com- 
plicirteren Aufgaben derselben Art würde man auch f(x) irrationale Coeflicienten 
geben, und dann nach demjenigen Factor y(x) fragen, dessen Coefficienten ausser 
den Wurzeln von ab(x) = 0 noch die Irrationalitäten enthalten, welche in den 
a selbst vorkommen. 

Die Aufgabe wird durch (No. 3) sogleich auf die folgende zurückgeführt. 


Man soll untersuchen, ob die Gleichung (0) 
Pr" +5" +..... +5b,=0, 


in welcher die 5 gegebene rationale Zahlen sind, eine Wurzel haben, welche 


eine rationale Function von den Wurzeln 9,, fs, u. s. w. der Gleichung 
TER ES 
ab(a) = 0 ist. 
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Diese Aufgabe lässt sich wiederum vereinfachen, indem man statt der 
Wurzeln P eine einzige Wurzel einer irreducibelen Gleichung einführt. Bestimmt 


man nämlich ganze, oder auch nur rationale Zahlen g,, g; u. s. w. so, dass 
ft ht ..... 


für alle Vertauschungen unter den Indices der Grössen P, verschiedene Werthe 
annimmt, und setzt 


V’=sAhtgf+ os... . 


so genügt F/ einer irreducibeln Gleichung 3(F) = 0, deren Coefficienten ra- 
tional und bekannt sind. Ihr Grad sei v». Sämmtliche 3 lassen sich dann, nach 
bekannten Sätzen von Abel und Galors, rational durch Y darstellen; so dass nur 
zu untersuchen ist, ob die Gleichung (d) eine Wurzel Y habe, welche eine ratio- 
nale Function einer Wurzel der Gleichung 9(/) = 0 ist. (S. dieses Journal 
Bd. IV. p. 261, und Ziouville, Journal de Mathematiques Tom. XI. Man vergl. 
auch Serret, Cours d’algebre superieure p. 149.) 

Wir wenden endlich zur weiteren Vereinfachung einen Satz an, welchen 
Gauss in „Methodus nova integralium valores etc. No. 11” entwickelt hat, wel- 
chen wir wie folgt aussprechen: Jede rationale Function einer Grösse F ist, 
wenn V die VVurzel einer algebraischen Gleichung bezeichnet, gleich einer 
ganzen Function von V (die im gegenwärtigen Falle rationale Coefficienten hat, 
weil nur solche in der Gleichung für 7, nämlich #(7) = 0, vorkommen. Be- 
kanntlich kann eine irreducibele Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, im- 
mer nur in dem Falle algebraisch aufgelöset werden, wenn jede Wurzel der 
Gleichung eine rationale Function von irgend zweien unter ihnen ist. Man kann 
nach dem Gaussischen Satze mit derselben Allgemeinheit sagen, dass jede Wur- 


zel eine ganze Function dieser beiden (mit rationalen Coefficienten) sein muss, 


Wir müssen also sehen, ob (Ö) eine Wurzel 


Y=2,+23f+2M°+... +2,09 


habe, wo die z rationale Zahlen bezeichnen. Setzt man diesen Ausdruck für Y 
in (8) und reducirt die Potenzen von /, deren Exponent » — 1 übersteigt, mit- 
tels 9(7) = 0, so erhält man ein Aggregat 


welches gleich 0 sein muss. Da aber $(F) irreducibel ist, so folgt aus der einen 
Gleichung das System folgender v: 


B, =B, = „ =B =V®. 


32 * 
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Aus diesen Gleichungen wird man die z auf dieselbe Weise ermitteln, wie man 


in (No. 2) aus (y) die y fand, 


6. 


Zur letzten Aufgabe betrachten wir eine gegebne Gleichung f(x) = 0, de- 
ren Coefficienten « rationale Functionen einer allgemeinen Buchstabengrösse r 
sind. Wir wollen auch hier nicht mit dem complicirteren Falle dass ausser r 
noch andere Buchstabengrössen vorkommen, (der übrigens keine neue Schwierig- 
keiten darbietet), uns beschäftigen. Will man nun untersuchen, ob f(x) durch 
eine Function p(x) theilbar sei, deren Coefficienten wie die von f(x) beschaffen, 
d. h. rationale Functionen von r sind, so wird man wiederum nur die Gleichung 
(5) zu betrachten, und zu untersuchen haben, ob ihr, wenn die 5 gegebene ra- 
tionale Functionen von r sind, ein Werth Y genüge, der gleichfalls eine rationale 
Function von r ist. Es ist leicht zu sehen, dass die Bestimmung von Y auf die 


einer ganzen Function von r zurückkommt, welche wir Z nennen und die einer 
Gleichung 
(£) 2 +62" +... +c,=0 
genügt, in welcher die ce bekannte ganze Functionen von r mit rationalen Coef- 
ficienten bezeichnen. Z selbst muss, wenn p (x) bestimmt werden kann, gleich- 
falls eine (unbekannte) ganze Function von r mit rationalen Coefficienten sein. 
Aus (e) zeigt sich leicht, welches die höchste Potenz von r sei, die in Z 


vorkommen kann, Ist ıhr Exponent «a, so setze man 
Z=z„+2zr+ ..ı00. u 


(wo die z rationale Zahlen bezeichnen) in (e), und bestimme aus den Gleichungen 
die man erhält, und deren Zahl grösser ist als die der Unbekannten, alle z. Be- 
quemer lässt sich häufig zum Ziele kommen, wenn man aus (e) das Glied von Z 


bestimmt, welches die niedrigste Potenz von r enthält. Es sei z;r”. Macht man 
danı 
ann Z-utm2, 


sucht aus (e) die Gleichungen für Z,, dann wieder das Glied vom niedrigsten 
Grade inZ,, und fährt so fort, so wird sich entweder die Unmöglichkeit ergeben, 


Z auf die verlangte Art darzustellen, oder man wird nach höchstens «+1 Ope- 


ratıonen am Ziele sein. 


Bonn, den 3. April 1853. 
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14. 
Fernere Untersuchungen über ganze Functionen. 


(Von Herrn Professor Dr. Heine zu Bonn.) 


Congruenzen. 


1. 


D: Folgende wird einige einfache Beziehungen angeben, welche man 
erhält, wenn man ganze Functionen auf eine ähnliche Weise behandelt, wie in 
den Elementen der Zahlenlehre ganze Zahlen. 

Man bezeichne mit den grossen Buchstaben A, B etc. ganze Functionen 
einer Veränderlichen x, die auch zuweilen, um Verwechselungen zu vermeiden, 
den Functionszeichen als Argument hinzugefügt werden sollen, so dass man dann 
A(x) oder A(x) schreibt. Im Allgemeinen können die Coefficienten der ver- 
schiedenen Potenzen von x in dieser Function zrrational sein; doch werden wir 
uns bald auf die Fälle beschränken, wo sie rational sind, und dann abgekürzt 
sagen: die Functionen seien rational, Sind die Coefficienten nicht rational, son- 
dern nur rationale Functionen gewisser Grössen r,, 73, ..., so werden wir sagen: 
die Functionen seien rational nach Hinzufügung von r,, r3, .... 

Der Grad einer Function soll durch ein vor dieselbe gesetztes d bezeich- 
net werden, so dass z. B. d(2+x+3x') gleich 4 ist. 


2. 
Das Zeichen 
A= BmodM 
soll ausdrücken, dass die Differenz der beiden ganzen Functionen A und B durch 
die ganze Function M theilbar, d. h. gleich dem Producte von M in irgend eine 
ganze Function ist. Die Regeln sind leicht zu erkennen, nach welchen mit diesen 


Congruenzen gewisse einfache Operationen ausgeführt werden können. Ich 


erinnere hier nur, dass aus 
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A=zBmodMN, 
A=B modM 


folet; und ferner, dass, wenn M undN keinen gemeinsamen Theiler haben, d. h. 
wenn sie nicht zugleich durch irgend eine ganze Function von höherem als dem 


Oten Grade theilbar sind, dass dann sowohl aus der Congruenz 


A=zBmodMN die beiden 
A=BmdM „ A=BmodN 


folgen, als auch, dass dann, umgekehrt, aus dem gleichzeitigen Bestehen der bei- 
den letzteren die erste sich ergiebt. 
Die ganze Function B heisst Rest von A nach dem Modulus M, wenn 
nıcht nur 
A=BmodM., 
sondern auch 


öB<öM 


ist. Sind Aund M rational, so ıst das Gleiche mit B der Fall. 


3. 


Es wird nicht nöthig sein, ausführlich über die Eintheilung der Congru- 
enzen nach Graden zu sprechen. Unter Lösung einer Congruenz verstehen wir 
immer solche ganze Relationen, die ihr genügen. Wurzeln derselben nennen 
wir Lösungen, die von niedrigerem Grade als der Modulus sind. Ist der Modu- 
lus rational, so wird jeder rationalen Lösung eine rationale Wurzel entsprechen; 
natürlich werden aber unendlich viele Lösungen auf dieselbe Wurzel führen. 

Die Congruenzen kann man, wie Gleichungen, in reine und gemischte 


theilen. 
4. 
Die Auflösung der Congruenz ersten Grades 
AXZ=BmodM, 


wo A, B, M gegeben sind und X gesucht wird, hat keine Schwierigkeit, wenn sie 


überhaupt möglich ist; was immer und nur dann eintritt, wenn der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von A und M auch B theilt. 
Haben zunächst A und M keinen gemeinschaftlichen Theiler, so müssen 
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alle Lösungen nach dem Modulus M einander congruent sein, also muss nur eine 
Wurzel existiren. Man kann dieselbe durch eine Kettenbruch-Entwickelung 


finden; auf ähnliche Weise, wie man die Lösung der Congruenz 
ax = bmodm 


in ganzen Zahlen durch die bekannten Eigenschaften dieser Brüche findet. 
Geben ferner A und M einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 4, so 
ist die Congruenz offenbar unmöglich, wenn nicht auch B durch 4 theilbar ist. 


Ist Dies der Fall, so sind ihre Lösungen dieselben wie die der Congruenz 


A N B onoa 
| ? Bu 

Bezeichnet man die Wurzel derselben, die nach dem oben Bewiesenen existirt, 
durch 5, so sind ihre sämmtlichen Lösungen, also auch die der gegebnen Con- 


gruenz, in der Form 


’ M 
= mod; 


enthalten; so dass man in diesem Falle nicht eine, sondern unendlich viele /V ur- 


zeln findet, welche durch die Gleichung 


Fa M 
A=-,5+r G. q7 
gegeben werden, in welcher für G beliebige ganze Functionen von niedrigerem 


Grade als 4 gesetzt werden können. 


57 


Wir kehren zu dem ersten Falle zurück, in welchem A und der Modu- 
lus keinen gemeinsamen Theiler haben. Ist M ein Product mehrerer ganzen 
Functionen, z. BB M= NP, wo übrigens N uud P auch gemeinsame Factoren 
enthalten, ja sogar einander gleich sein dürfen, so lässt sich die Auflösung der 
gegebenen Congruenz auf die zweier andern nach den Moduln Mund P zurück- 


— 
- 


führen. Ist nämlich £ die Wurzel der Congruenz 


AX=Z Bmod. N, 


so hat man nur die ganze Function Y so zu bestimmen, dass 
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A(Z+NY= BmodNP, 
oder dass 
> Bei 
AY=- N — mod P 


wird: alsdann wird X = 2+ NY eine Lösung der gegebnen Congruenz sein. 

Es lässt sich demnach die Lösung der genannten linearen Con- 
gruenz auf den Fall zurückführen, dass der Modulus ein Product un- 
gleicher linearer Factoren ıst. 

Wir heben noch hervor, dass die Anzahl der Wurzeln der genannten 
Congruenz, welches auch der Modulus sein mag, wie man oben sah, gleich 1 ist, 
dass sie also kein Criterium dafür geben kann, ob der Modulus irreducibel sei, 
oder nicht. Ferner sieht man auch leicht, dass wenn A, B, M rational sind, 


auch die Wurzel X ratıonal sein muss. 


6. 


Eine zweite Auflösungs-Art der in (No. 5) betrachteten Congruenz, deren 
Modulus nun, unbeschadet der Allgemeinheit, aus ungleichen linearen Facto- 
ren zusamınengeselzt angenommen werden soll, folgt aus der Lagrange'schen 


Interpolationsformel. Sind a,, &, ....&,, die Wurzeln der Gleichung 





M=®, 
so ist nach derselben eine ganze Function F(x&) (höchstens vom (m — 1)ten 
Grade) die sich für x = a,, @, ....@, Fesp. IN €, €, ....Cm verwandelt, gleich 
M Rt \ Zr Cı Br x __ 0 we Cm 
M(&) @<-)M(o)tT@- a) M(a,) tr ra -a,)Mai' 


Andrerseits giebt es zur eine solche Function. Wäre nämlich ® (a) eine zweite 
Function mit denselben Eigenschaften, so müsste F— ® für & = &,, 45 ... Am 
verschwinden, also durch M theilbar sein; was nicht möglich ist, da sowohl öc 
als dp kleiner ist als m. 

Da für jeden Werth von x, für welchen M verschwindet, die WVurzel 
der Congruenz 


AX= BmodM 


der Gleichung AX\ = B 


genügt, so erhält man als Ausdruck dieser Wurzel: 
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B («,) 
Br A(«,) 


— 2 . 
A ee NM n=] (x Ru &„) M («,) 








> # 
Die Auflösung der Congruenz AA — BmodM findet man in der Abhand- 
lung von Gauss in den Comment. Gött. Tom III: „Methodus nova integr. val. p. 


approx. inveniendi p. 53, No. 11.” Gauss stellt dort („Propositis scilicet tribus 


„functionibus integris Z, d, d‘ indeterminatae z, quaeritur functio integra, quae 
“ fractae E vice fungı possit, quatenus pro 2 accıpıtur radıx quaecunque aequatıo- 


„nis“ = 0. Supponemus autem ....8 atque 3’ nullum divisorem communem 


„indeterminatum implicare”) die Aufgabe: eine ganze Function X zu finden, die, 


\ BB 2.12 1. j 
wenn M = d ıst, mit y übereinstimmt, und löset sie durch das oben erwähnte Ket- 


tenbruchverfahren, indem er also die Wurzel der Congruenz AX = Bmod M 
giebt. Aus der obigen Bemerkung über die Lagrangesche Formel folgt, dass 
in der That, wenn M nur ungleiche Factoren hat, die Wurzel dieser Congruenz 


a ee ER 
mit dem gesuchten Werthe von A übereinstimmt. Hat aber M auch gleiche Fac- 


toren, so kann man es in NP zerlegen, wo N alle verschiedene Factoren von M, 
aber jeden nur einmal enthält. Alsdann ist schon die Wurzel der Congruenz 


AX = Bmod N 


eine Lösung der von Gauss gestellten Aufgabe. (Man vergleiche auch über 
diese Aufgabe: „Serret Cours d’Algebre superieure. Paris 1849, p. 19.) 


8. 


Aehnlich wie in der Zahlentheorie ist es auch hier möglich, eine ganze 
Function X zu finden; die nach gegebenen Modulen willkürlich gegebne Reste 
hat, wenn nur keiner dieser Modulen einen Theiler mit einem andern gemein 
hat. In der That: soll X = A mod M und X=B mod N werden, sv muss, wegen 


der ersten Congruenz, 


X=A+MY 


sein ; die zweite Congruenz giebt für Y die Bedingung 


MY=B-— Amod N; 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVill. Heft 3. 33 
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woraus sich Y besimmen lässt, wenn M und N keinen Theiler gemein haben. Es 
ist leicht zu sehen, dass nur ein Werth von X gefunden wird, dessen Grad klei- 
ner ist, als der von MN. 


Beispiel. Die Auflösung der simultanen Congruenzen 


Xz+1lmdx®+1 und 
X=—1mox+?2 





giebt 
' X=22°”+3 mod (2? + 1)(2?”-+ 2). 


9. 


Wir gehen zu den Congruenzen höherer Grade über, indem wir uns den 
Modulus M als Product ungleicher Factoren vorstellen. 
Ist X = A mod M, so hat man nach der Lagrangeschen Formel 


\ 2 M(«) . ur Alan) 
j IT (e— &,) M (cn) 


we) 


mod M, 


und wenn auch zugleich Y= B mod M ist: 


1 BET 06er iR...‘ TE0R 
Em M(&) 2 (— &n) M'(«,) mod M; 


woraus 





nel "— Alan)B(an) 
>: } — M (x) = (x _ &n) M’(an) 


| 


mod M. 





folgt. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergiebt sich, dass, wenn 
X= A mod M 


ist und p irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet, immer die Congruenz 


ne ve [ Aa)’ | 
= MZ %) M’(,) 


nz 





mod /W 


Statt findet. Wir haben demnach folgenden Satz: 


Die Wurzeln der Congruenz 
AÄ’= A mod M 


findet man durch die Formel 


\ VIA, VAN VIA) 
(2 — @m) M’(am)\ ’ 











.„».... 


= Ma) ao) Ma) + EM) 
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indem man für die pten Wurzeln aus den A beliebig von den p Werthen 
nimmt, die ihnen zukommen. Die Congruenz p!® Grades hat demnach 
genau p”"VVurzeln, wenn der Modulus vom m\® Grade ist, 


10. 


Dieses Resultat, nach welchem die Anzahl der Wurzeln einer Congruenz 
von höherem als dem ersten Grade, von dem Grade des Modulus abhängt, er- 
fährt eine merkwürdige Modification, wenn man nur die rationalen Wurzeln 
betrachtet. Man behandele zunächst die Congruenz zweiten Grades, die nach 
dem allgemeinen Resultat 2” Wurzeln hat, und nehme an, es sei M rational, 
und zwar sei: 

a) M irreducibel. Alsdann werden von den 2” Wurzeln der Congruenz, 
die man nach dem Obigen findet, wenn man in 


EYLAO) 
MAR a 


die Zeichen # auf alle mögliche Arten combinirt, entweder keine rational sein, 


oder zwer. Ist nämlich Z eine rationale Wurzel, so muss jede andere X die Ei- 


genschaft 
X?= 7° mod M 


haben ; d.h. (X + Z)(X — Z) muss durch die irreducibele Function M theilbar, 

also mus X = +7 oder X=— 7 sein. Man findet demnach entweder keine 

rationaleV/V urzel, oder zwei, die sich aber nur durch das Vorzeichen unterscheiden. 
Daraus folgt, dass die Congruenz 


A?’=1modM, 


wenn M irreducibel ist, genau zwei rationale Wurzeln hat, nämlich +1 und —1. 

8) Es seı M ein Product mehrerer irreducibeln (rationalen) Factoren. Es 
reicht hin, anzunehmen, dass M = NP ist, wo N und P irreducibel sind, also 
auch keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Die Congruenz A?= A mod M 


lässt sich dann (No. 2) durch die beiden simultanen Congruenzen 


X?’= A mod N und 
AÄ?’= Amod P 


ersetzen. Hat die gegebne Congruenz eine rationale Wurzel £, so genügt die- 


33* 
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selbe jeder der simultanen, so dass also jede von ihnen genau zwei rationale 
Wurzeln +2 und — 7 hat. Es löset also jeder Werth X, der nach dem Modu- 
lus/V und nach dem Modulus P congruent + Z oder — £ ist, die gegebne Congru- 


\ 


enz; so dass man vier Wurzeln erhält (No. 8.). 


Beispiel. Die CGongruenz 
X?= 1 mod (x’+1)(x”+ 2) 


hat die Wurzeln +1 und —1. Um die übrigen Wurzeln zu finden, zerfälle 


man sie in die beiden: 
X?= 1mod(x’+1), 


X?= 1mod(a? +2), 
deren jede zwei rationale Wurzeln hat, +1 und — 1. Der gegebnen Congruenz 


genügt demnach jeder Werth, der eines der folgenden vier Systeme simultaner 


Gleichungen auflöset: 


I) X=+1mod (a? +1) 2) X=—1mod (a? +1) 
= +1 mod (x? + 2) = — 1 mod (x?’+ 2) 
3) K=+1mod(a?-+]) 4) X=— 1mod (a’+1) 


+ 1 mod (a? + 2), 


| 


= — I mod (2° +2) 


wodurch man nach (8) die folgenden vier Wurzeln der gegebnen CGongruenz 


zweiten Grades erhält: 
A ze 65, X = +(22”+3). 


IVenn M ein Product von g irreducibeln Factoren ist, so findet man, 


dass die Congruenz 


A?’= Amod M 


entweder keine oder 2? rationale Wurzeln hat; woraus folgt, dass die Con- 
gruenz A? = 1 mod M in diesem Falle genau 2’ Wurzeln hat; die man auch 


finden kann, wenn M in seine irreducibele Factoren zerfället wird. 

Sollte man also durch irgend welche Mittel erfahren, dass X?= 1mod M, 
ausser #1 noch rationale Wurzeln hat, so ist M gewiss nicht irreducibel ; so 
dass also dıe Anzahl der rationalen VW urzeln einer Congruenz zweiten (auch 
höheren) Grades ein Critertum für die Reduetibilität des Modulus ist. (No.5). 
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Es ist auch leicht zu sehen, dass, wenn eine Congruenz mit rationalem Modulus 
eine rationale Lösung hat, dass ihr dann auch eine rationale Wurzel zukommt. 


(No. 2.), 
11. 


Es seı M wiederum irreducibel, und zwar so beschaffen, dass es auch 
keine ganze Function zum Factor hat, die nach Hinzufügung von pe" Wurzeln 
der Einheit rational ist (No. 1). Man kann dann sagen, es sei M, auch nach 
Hinzufügung von pen Wurzeln der Einheit, irreducibel. Dann lässt sich leicht 


beweisen, dass die Congruenz 
A’= Amod M 


entweder keine Wurzel hat, die rational, oder doch nach Hinzufügung von p'® 
Wurzeln der Einheit rational ist, oder genau p. Es sei nämlich die eine Z, so 
sind die andern 07, 05, ..... o’-17, wenn g@ eine primitive p!® Wurzel der 
Einheit ist. 

Ist M reducibel, oder doch nach Hinzufügung von 9 reducibel, so wird 
sich der entsprechende Satz leicht finden lassen. 


12, 


Wir schliessen diese Untersuchungen über die reinen Congruenzen mit 


einigen Anwendungen auf besondre Fälle. 


21 — 1 
Es sei nämlich A eine Constante, M = —— 7, 9 eine Primzahl undp ein 


Theiler von g—1. Wir wollen ferner die Fälle p=2 und p» = 3 besonders 


behandeln, während wir die Untersuchungen für grössere Werthe von p Zusam- 


menlassen. 
' FR z21—1 
a. Die Congruenz X”= Amod SET. 
z — 
Setzt man 
BR; ? 
r = c0o8s— + sin — 
q we 


so finden sich die 2”! Wurzeln der Congruenz durch die Formel (No. 9.): 


(@!— D art 1) a an _ 1) 2 rıl(rmi— 1) 
(- D FRE 7 kam) .. — — Per 


X= VA 


m 


In 


Unter diesen Wurzeln hebe man die eine heraus, welche sich für x = 
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(1 A verwandelt, wo das Zeichen (2) das bekannte für = 1 aus der Theorie 


der quadratischen Reste ıst,. Diese Wurzel ist: 


Be ” 2'7— 1 \r(r—1) db An OR 
X=-VA: +()" 








q z—1 (@-n Cr Wade 
m\ r"(r”—1) ner 1) 
+L- en - 7255 


Setzt man statt 
(—1) #1) 
@-Dae-r 





die Differenz 
arte re— artatartr..+l), 
so erhält man: 


1 m a m 
X ne . | A BP (2)! or — r”)+ a7 Krr— —r")+.. tal" — —r")+ (1—r")}, 


m—] 


oder 
x" VA e]C)-1]+2r])-1]+ = 


Nimmt man also für A entweder +g, oder —g, je nachdem g=1 oder 
q=3 nach dem Modulus 4 ist, so ergiebt sich für X eine rationale Function. 
Verbindet man hiermit die frühern Sätze, so erhält man folgendes Resultat: 


Die einzigen rationalen VVurzeln der Congruenz 


4 
= (mt 





wo g eine ungerade Primzahl bezeichnet, sind die beiden: 


F = 1-6) I+--+.11- Cl}; 


so dass also jede Potenz von x mit 0 oder 2 multiplicirt 1st. 


. . 7 ihn 2"! TD 1 
ß. Die Congruenz A?= Amod 
Oo z—1 





‚ wo g= 1mod3 ist. 


Es bezeichne o eine imagınäre dritte Wurzel der Einheit. Man zerfälle 
q in das Product ihrer aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten 


Primfactoren, die primär genommen werden, d. h. = —1mod3. Der eine dieser 
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Primfactoren sei g,, der andere g,; und zwar sei g, derjenige Factor, welcher für 
eine primitive Wurzel g die Bedingung 
g3G-D = gmodg, 

erfüllt. (Man vergl. dieses Journal Band 28. S. 294. „Eisenstein, Formen dritten 
Grades) ZB. fürg=7 it ,„=2+3e und ,=2+30. 

Aus den 3°"! Wurzeln der Congruenz heben wir diejenige bestimmte 
Wurzel heraus, welche sich für & = r, r?, ....r'”' resp. in VA u, VA", hi 
VAgnnı verwandelt, und deren Ausdruck sich nach geeigneten Transformatio- 


nen auf folgende Weise darstellen lässt: 


1 3 m=9—1 


N —_ 2 yA-> 0‘ m [x” (7? — r") +2” (r?"—r”") +... t+a(r! "—r")+( 1 —r”)], 


m=l 


oder auch durch die Gleichung 


3 
A N i | 
24 um V;., [x (0? — 1) + 76973 (0°? A 1) + SR + a (077-1 — 1) ——s | | . 
2 


Dies giebt folgenden Satz: 


Die Congruenz 
—1 


A? = gg,mod ——- 


z—1 


hat zwar keine rationalen Wurzeln, aber drei Wurzeln, welche nach Hıinzu- 
fügung von dritten Wurzeln der Einheit rational werden. Diese sind 7, 05, 


0°z, wenn man 7 gleich 
17? gr ERS 1) + 17 ” mpre SER 1) ....»x (g'“ ii __ 1) in 1 


setzt. Vertauscht man g mit g°, so erhält man Auflösungen der Congruenz 


11 
X’ = gqımod-—— 


z—1 
Beispiel. Für g=17 erhält man, als Wurzeln der Congruenz 


! 


=7(2+ 3 O)mod— D 


die Werthe: 
Z=rE-D+r@— DHe@— D+r®@—ND—1; 


ferner 05 und 0? 7. 
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y. Ist p irgend ein Theiler von y— 1, und g eine primitive pte Wurzel 
der Einheit, so wird immer 


= — 117 ae RR 1) 4 17 (ei A 1) Bw nz .. x Er en 1) aa 1 


eine Wurzel der Congrnenz 
z27—1 


= Awi-— 


= —— 


sein, wo A eine gewisse, aus ganzen Potenzen von g Zusammengesetzte, von & 
unabhängige Zahl bezeichnet. Die andern Wurzeln, die nach Hinzufügung 
g—l _ 


von o rational sind, werden 97, 0°7, ......g”"Z sein. 


al 


13. 


Wir kommen endlich zu den quadratischen Formen, auf welche sich 
ohne Mühe eine Reihe der Sätze übertragen lassen, welche Dirichlet in diesem 
Journal (Band 24, S. 324 — 332) für die complexen, aus dten Wurzeln der Ein- 
heit zusammengesetzten Zahlen entwickelt hat. Nur an einigen Stellen sind Be- 
merkungen hinzuzufügen, indem nıcht sowohl von der Darstellung einer ganzen 
Function durch eine Form überhaupt, sondern nur von der einer rationalen 
Function durch rationale Functionen A, Y die Rede sein soll. Wir stellen uns 
daher unter den Grössen A, B, C rationale Functionen ohne gemeinsamen Thei- 
ler vor. Soll nun die durch kein Quadrat theilbare Function M durch die Form 


(A, B, C) dargestellt werden, so suche man alle Wurzeln der Congruenz 


Z’=DmdM, 


welche Z,, Z,, .... sein mögen. Die ersten und dritten Glieder einer Substitution 
?_.D 


Z j z 
von (A, B, C) ın (m, Z, —): wo für Z der Reihe nach sämmtliche Werthe 


Zi; Zar, »... gesetzt werden, geben Darstellungen A und Y für M durch die ge- 
gebne Form (A, B, C); und diese Darstellungen, auf gehörige Art mit den Wur- 
zeln der Gleichung P?— DO?” = 1 zusammengesetzt, geben sämmtliche Werthe 
von A und Y. 

Sind A und Y gleichzeitig rational, so gehören sie zu einer rationalen 
Wurzel Z. In der That lassen sich dann rationale Functionen A’ und Y’ von 
der Beschaffenheit finden, (Nr. 5), das XY'’— YA’=1 ist, und es wird die 
Darstellung A , Y zu der Wurzel Z gehören, die nach dem Modulus M con: 


ruent, nemlıch 


o 
oO 
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AXX'+BAYF+HYX)+CIY, 


d. h. eine rationale Function ist; woraus folgt, dass diese Wurzel der Congruenz 


Z?’ = DmodM selbst rational ist. (No. 10.) Die Substitution durch welche 


(A, B,C) in (M, 2,7) verwandelt wird, is 


(* „ A wc 

Y,!'—-GY), 

wenn GM das ganze Vielfache von M bezeichnet, um welches sich AXX' + 
B(XY'+-XY‘)+CYY‘ von der ıhm congruenten Wurzel der Congruenz 
Z° = Dmod M unterscheidet. 

Nachdem gezeigt worden, dass rationale Darstellungen nur zu rationalen 
Wurzeln der Congruenz zweiten Grades gehören, ist klar, dass sämmtliche ratio- 
nale Darstellungen, dıe zu derselben Wurzel gehören, aus einer rationalen Dar- 
stellung durch Zusammensetzung mit den rationalen Wurzeln der Gleichung 
P°— DO’=1 entstehen. Sind nämlich P und Q irgend welche Auflösungen 


dieser Gleichung, so sind allgemein 
A,=AP-(BX+CY)O, 
Y,=FP+(AX+BYNO 


die Formeln für sämmtliche Werthe A, , Yı, die mit X, Y, zu derselben Wur- 
zel gehören. Durch Auflösung vorstebender Gleichungen nach P und Q folgt, 
dass, wenn X, Y , X, Y, rational sein sollen, auch P und Q rationale Functio- 
nen sind. 

Soll also eine Function M, die ein Product von p irreducibeln rationalen 


Factoren ist, durch (A, B,C) rational dargestellt werden, so muss die Congruenz 
Z’= DmodM 


möglich sein. Ist diese Bedingung erfüllt, so suche man ihre 2° Wurzeln Z, 234... 


u 
Für jede derselben Z untersuche man, ob (A,B, C) mit (M,2Z, 7 )äquiva- 


lent ist. Ist Dies nicht der Fall, so giebt die betreffende Form keine Gruppe von 
Darstellungen. Im andern Falle suche man eine rationale Substitution der ersten 
in die andere, und setze dieselbe mit allen rationalen Lösungen der Gleichung 
P:— DO°’=1 zusammen. Die ersten und dritten Glieder der Substitutionen 
sind die verlangten Darstellungen. Die Anzahl der verschiedenen Gruppen ist 


also höchstens 27. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd XLViIll. Heft 3. 34 
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14. 
Die Gleichung P°— DO’ =]. 


Ist D eine nicht quadratische Zahl, so sieht man leicht, dass die ratio- 
nalen Wurzeln der vorstehenden Gleichung nur rationale Zahlen sein werden; 
so dass man dieselben nach den bekannten Methoden, der Zahlentheorie fın- 
den kann. Ist aber /) eine ganze Function von höherem Grade, so reichen 
unsre Kräfte im Allgemeinen zur Auffindung derWerthe für P und Q nicht aus. 

In dieser Journal (Bd. I, p. 188 et s.) zeigt Abel, dass die Gleichung 
möglich sei, wenn der Kettenbruch für YD periodisch ist, und dass sich in die- 
sem Falle auch sämmtliche P und O finden lassen. Man kann auch für eine 
Function D von gegebenem Grade die Bedingungen angeben, welche erfüllt 
werden müssen, damit die Periode beim ersten, zweiten, oder überhaupt einem 
gegebenen Gliede anfange, ist aber dadurch noch nicht im Stande, zu sagen, ob 
ein gegebenes /) einen periodischen Kettenbruch gebe. Eine andre Behand- 
lungsweise findet sich im II. Bande der Sammlung von Adel’s Werken, in einem 
Bruchstück: „Theorie des transcendantes elliptiques p. 141 etseq , die sich 
dort allerdings nur auf den Fall bezieht, wo D) vom vierten Grade ist, aber ohne 
Schwierigkeiten auch auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden kann. Die 
Resultate beider Methoden lassen sich übrigens leicht auf einander zurückführen, 
wenn man den Grad der Nenner der aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche von 
VD betrachtet. Abel zeigt nämlich, dass, wenn man annimmt, Q sei vom nten 
Grade, die Constanten welche darın vorkommen, durch ein System linearer Glei- 
chungen bestimmt werden; eine letzte lineare Gleichung zwischen denselben 
Constanten giebt eine Bedingung, welche durch die Natur von D erfüllt werden 
muss; wird sie nicht erfüllt, so muss für 2 ein andrer Werth angenommen und 
das Verfahren wiederholt werden; so dass man nie auf ein Zeichen für die Un- 
möglichkeit der Aufgabe kommt. 


Jacobi hat für den Fall 





1 1 
D=a(«—]) (& _ 7) (« 7) > et — ax? + br? — cx 


die vollständige Kettenbruch-Entwicklung für YD gegeben. (S. d. Journal. 
Bd.7, p.42.). Es ist nämlich in diesem Falle YD gleich 
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i —— _—— ——— 
ır + . 1 ” 
M,= + m + 





DR — dacHı, +7 





. 1 
EEE: 
M,„.-ı x + mM. 1 


7 rag jan Pose 
In (tr. 2 . 1) 


wo die 7, m, q und r gewisse, durch elliptische Transcendenten ausgedrückte 
Constanten, d. h. von x unabhängige Grössen sind, deren Ausdruck man am an- 


geführten Orte findet. Ich erwähne nur, dass, « = amu gesetzt, r„ folgenden 


Werth hat: 


sinam (2n + 2)u.sinam?2nu 
sin®am(2n +1)u 


N = 


[1 — #° sin? am u. sin®cam (2n + 1) u]. 


Hat J) einen höheren Grad, so hangt der Kettenbruch für YD von Mul- 
tiplicationsformeln höherer Transcendenten ab. Soll der Kettenbruch perzodisch 
sein, so ist es nöthig, und hinreichend, dass r,, aber nicht 9n, gleichzeitig ver- 
schwinde, so dass u auf einfache Art von X und A’ abhangen muss. Dies ist 
also zugleich die Bedingung für die Möglichkeit, die Gleichung P??— DO’=1 


aufzulösen. 


15. 
Durch die Auflösung der Gleichung P’— DO’= 1 lässt sich bekanntlich 


ein Integral, dessen Nenner YD und dessen Zähler eine gewisse ganze Function 
von x ist, auf einen Logarıthmus, d. h. auf ein Integral 


u. 
G+2)} 


zurückführen. Aehnlich lässt sich mittels Auflösung der Gleichung 


P" -— DO" =1, 





für irgend einen ganzen positiven Werth m, ein Integral von der Form 


(2) dx 


m-—] ’ 


D m 





wo f(x) eine gewisse ganze Function von x bezeichnet, auf 


34* 
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RR, 


— — 


reduciren. 


a. In der That: wenn P und Q) irgend welche ganze Functionen sind, die 
der Gleichung 


P°—- DO’=1 
genügen, so haben PP=1+ DO’ und 2PP'= 0°D!+2DOQ! gewiss den 
Factor P gemein. Istnun dO=n, dD= 2p, indem ÖD offenbar eine grade 
Zahl sein muss, so wird dP = n-+p. PBerücksichtigt man, dass P und O keinen 
Theiler gemein haben können, so folgt, dass 1+ DO? und OD’+2DO' einen 


Factor P, also vom Grade n-+ p haben müssen. Es ist also letzterer Ausdruck 
gewiss durch ? theilbar, und da 


d(OD’+2DO)=2p+tn— 1 
ist, so ergiebt sich die Gleichung 
(2)  0D'+2DQ' = Pf), 


wo f(x) eine ganze Function vom Grade p—1 und offenbar bekannt ist, wenn 
P, O und D gegeben sind. Man sieht zugleich, dass wenn ÖQ nicht 0 sein soll, 
p>]1 sein muss, also dass, wenn nicht JI wenigstens vom 2!" Grade ist, die un- 
bestimmte Gleichung für P und Q nur Zahlwerthe geben kann. 
Setzt man in (a) für P seinen Werth Y(1+ DO?) und macht DO’ = t, 
so erhält man } \ 
re 
yD bi vyiHroD 
ß. Sind P und Q Wurzeln der Gleichung 
P-DO=1, 
so müssen 


P°=1+DO? und 3P?P‘ = (3 DO’+ D'O)Q’ 


den Factor P? gemein haben; also ist der letztere Ausdruck durch P°, oder auch 
durch P°Q? theilbar. Ist wieder OO=n,dD=3p, also dP=n-+-p, so 


kann man 


3DO'+D'O = P’f(x) 


setzen, wo Öf(x)=p—n—list. Macht man DQ’ =: und setzt für P seı- 
nen Werth, so erhält man schliesslich: 
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Ya)dz _ f de 
D: (+ 2) " 


Da der Grad von f(x), d. h. der Quotient, welchen man erhält, wenn 
3DO' + D’O durch P? getheilt wird, nicht negativ sein kann, so folgt, dass n 
gleich, oder grösser als p—1 sein muss. Deshalb ist der Fall (3) einfacher, als 
der frühere (a). Ist D gegeben, so darf man nur versuchen, ob sich die unbe- 
stimmte Gleichung durch ein Q vom Grade 0, oder 1, bis endlich » — 1, lösen 
lässt, während die Aufgabe («) zu einer unendlichen Anzahl von Versuchen nö- 
thigte. Der Grad von P ergiebt sich hieraus von selbst; er muss resp. entweder 
p, oder p-+1, bis endlich 2p —1 sein, und ist also jedenfalls kleiner als 3», d.h. 
als der von D. Hierdurch ist zugleich die Lösung der unbestimmten Gleichung, 


auf die der Congruenz 


P’ = 1mod J) 


zurückgeführt. Nicht bloss unter ihren Lösungen, sondern sogar unter ihren 
Wurzeln werden die P vorkommen, welche der unbestimmten Gleichung ge- 
nügen. 

Die Behandlung der Gleichung P"— DO” =1 hat nach dem Obigen 
keine Schwierigkeit. 


16. 


Eine zweite Untersuchung, von welcher in (No. 13) die Rede war, lässt 
sich gleichfalls im Allgemeinen nicht anstellen: die nämlich, ob zwei Formen 
äquivalent sind. Man begegnet dabei derselben Schwierigkeit, wie in (No. 14), 
die daraus entsteht, dass sich die Wurzel einer quadratischen Gleichung, deren 
Coefficienten ganze Functionen sind, nicht im Allgemeinen in einen periodischen 
Kettenbruch entwickeln lässt. /Vır beschränken uns deshalb auf den Fall, 
dass die Determinante der gegebnen Form vom Oten Grade, d.h. eine Zahl 
ist: ein Fall, welcher eine ähnliche Behandlung gestattet, wie der der negativen 


Determinanten ın der Zahlentheorie. 

Durch die Substitution (17 ') wo 4 gehörig ausgewählt ist, geht näm- 
lich die Form (A, B, A,) in eine äquivalente Form (A,, B,, A,) über, in wel- 
cher dB, < ö8A,, folglich auch dA, < JB, ist. Es wird nämlich 


B, = A, d—B. 
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Wäre dA, < öB, so hat man nur 4 gleich Null zu setzen, (sonst vom Grade 
8B—6 A) und nur den Potenzen von x in A passende Constanten zu geben, 
die leicht zu finden sind, da —B, der Rest von B nach dem Modulus A, ist. 
Transformirt man auf ähnliche Weise (A,, B,, A,) in (A,, B,, A,), wo wieder 


ist, und fährt so fort, so kommt man zuletzt auf eine Form 


(P,O,R), 


« 


ın welcher zuerst einer der drei Coeff:cienten constant ist. Es kann dieser Coef- 
fıcient offenbar nicht P, sondern muss entweder (Q), oder R sein. 


& Ist O constant, so muss RP, folglich AR, gleich Null werden, und die 
Form wäre dann: 


(P,YD,0). 


ß. Ist /l constant, aber natürlich nicht 0, weil dies sonst der Fall («) wäre, 


so würde die nächste Transformation eine Form geben, deren erstes Glied con- 


n....8 D. 
stant ist (es sei = k), deren zweites Glied also — ; ist. Diese reducirte Form ist 


demnach: 
D . 
(2,0, —_ e- 


Es seien nun A, B, A, rational und D kein Quadrat. Alsdann wird die 
Formenreihe offenbar nur rationale Glieder A, , B,. haben, und es kann dem- 
nach kein B gleich der irrationalen Zahl YD sein; so dass der Fall (a) ausge- 


schlossen ıst und man immer auf eine Form 


(i ‚0,— r) 


kommt, in welcher k eine rationale Zahl ist, die sich ergiebt, wenn A, B, A, 


bekannt sind. Man wird daher auch eine rationale Substitution von (A, B, A,) 


D a : ; i 
In (1 ‚0,— 2) haben. Es ist leicht zu sehen, dass die letztere Form durch die 


1 
( yi ; © 
0,— Yk 


Substitution 
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in (1,0 ,— D) übergeht, so dass alle Formen der Zahlendeterminante D, wenn 
sie rationale Elemente haben (übrigens auch wenn sie nicht rationale Elemente 
haben), gewiss äquivalent sind, indem sie auf dieselbe reducirte Form führen. 
Da aber die vorstehende Substitution Yk enthält, also im Allgemeinen irrational 
ist, so ist sie nicht zum gegenwärtigen Zwecke dienlich, weil im Falle der Aequıi- 
valenz eine rationale Substitution von einer Form zu der andern nöthig ist (13). 


17. 
Die rationale Function M, welche wir durch die Form der Zahlendeter- 
minante D) darstellen, habe 1 zu dem von x unabhängigen Gliede, so dass also 


MV=1 


ist. Eslässt sich dann zeigen, dass jede Form 


Z’—-D 
(m, Z, M ) > 
wo Z eine rationale Wurzel der Congruenz 
Z’= DmodM 
ist, durch rationale Substitutionen in die Form 
(1 ‚02,—D), 2-D 


welche ihr äquivalent sein wird, verwandelt werden kann. Hat man (M, Z, M 
durch das Verfahren (No. 16) auf die Form 


(,0.-2) 


gebracht, so giebt das erste und dritte Glied der umgekehrten Substitution, d.h. 
D\. Z’—-D i r 

von (k ‚0, — ;) in(M A, —r) die also bekannt ist, (Nr. 13), rationale 

Werthe X, Y, welche M mittels der Form 


D 
(k,0,- 5) 
darstellen; d. h. man erhält rationale Functionen X, Y für die Gleichung 
D 


kA’— = M. 
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Setzt man bier x = 0, so mag A und Y sich resp. in die (rationalen) Zah- 
len g und Ah verwandeln. Dann ist folglich, indem M(0) = 1 ist: 


k=gR—Dh. 


Di: 16 0 
Wendet man nun auf (7 ‚0, — 5) die Substitution 


Dh 
89% 
h,gk 
an, so verwandelt sich dasselbe ın 
U, 
A Z’—-D\. 
so dass man eine rationale Transformation von (M, Z, —-) in (1.0, — D) 


erhält. 
Hieraus ergiebt sıch folgender Satz: Ist M irgend eine ganze Function 
von & mit rationalen Coefficienten, und D irgend eine nicht quadratische ratıo- 


nale Zahl, für welche die Congruenz 


Z’= DmodM 


eine rationale Lösung hat, so lassen sich immer ganze Functionen X und Y mit 
rationalen Coeffieienten finden, für welche — DV’ =kM und %k eine solche 
Constante ist, das AM =1 ıst, für =0. Es lässt sich dann also kM in das 
Product der beiden Factoren von gleich hohem Grade X+YYD und X—YyD 
verwandeln, die keine andere Irrationalität als YJD enthalten. 

ist der Coefficient der höchsten Potenz von x in kM gleich 1, so enthal- 
ten A und Y keine höheren Nenner (S. Memoires de lAcademie Royale des 
Sciences, annee 1785: Recherches dianalyse indeterminee par Mr. Le Gendre 
p. 498), als 2, wenn D eine ganze Zahl ist. 

Bei dem Beispiele, welches wir zum Schlusse geben, wird man sogleich 
durch das Verfahren von (No. 16) auf die Form (1,0, — D) kommen, so dass 


die Zerlegung der Zahl k und die letzte Transformation dort überflüssig ist. 


18. 


Es soll schliesslich gezeigt werden, was sich aus dem Vorhergehenden für 
die Darstellung der Function 
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27 —1 
z—|1 


M= 





durch die Form 


1,0, 1"). 


welche die Determinante (— 1)!" hat, ergiebt; unter der Voraussetzung, dass 
q eine ungerade Primzahl ist. 


Da die Congruenz 


GER oe Zi 4 1 —1 
?=(— 1" gmod-— 


genau zwei rationale Wurzeln Z und —Z hat (No. 12, «), so sind sämmtliche 
rationale Transformationen von 


(,0,%9) 


‚ je—l PD 21 —1 . 2 
ın (ZZ „Z, 2 und m; — 2, a ) 


zu suchen. Man sieht leicht, dass wenn 


y,6ö 
eine Transformation von (1,0 ,&#) in die erste ist, dass dann 
—ıa, ß 
Yı-d6 
die gegebne Form in die zweite umgestaltet; so dass sich aus Betrachtung der er- 


sten sämmtliche Darstellungen herleiten lassen, wenn man bloss ihre Zeichen ver- 
ändert. 


Man muss demnach nach (No. 16 und 17) eine Substitution von 


11 Z’—-D\. 
(—, ‚2; —r) in (1,0, 9) suchen, dieselbe umkehren und ihr erstes 


und drittes Glied herausnehmen. Sind diese Glieder resp. Ä und Y, so erhält 
man eine Darstellung von M, d. h. eine rationale Zerlegung 


"Er (-DeDgR. 


Die übrigen findet man, wenn man X und Y mit allen rationalen Zahlen zusam- 
mensetzt, welche der Gleichung 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 3. 35 
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genügen; d. h. also, indem man die Wurzeln des vorstehenden Ausdrucks in die 
Werthe A, und Y, (No. 13) statt P und Q setzt. 


19. 


Beispiele. 
il. 9=3. Hier sind die Zerlegungen von 1+x-+. ın dıe Forın 


X?+3Y” zu suchen. Die Wurzeln der Congruenz 
Z’= — 3mdl+-xc +2 
sind (No. 12, «) 
Z=#(22 +1); 
„ 2Z’—=-D 
also ıst für (M „Z.- W -) der Ausdruck 
(I+x+.a°,.2c0+1,. 4) 


zu setzen. Macht man ın der Transformationsformel (No. 16) 


2c+l1l 
mis Dr ug 

so geht dıe obige Form in 
As 


über, und zwar durch 
2, 0 
& ’ y 


ın(1,.0.3). Setzt man sämmtliche Substitutionen zusammen, so verwandelt 


sıch 


(Al+2+a2°,20+1,4) 


0,2 ) 
(_ 3,» 3(20+1) 


in (1.0, 3), folglich letztere Forın in erstere durch 


12041), —2 
1,0 


sodass X =!(2a +1), #Y=} eine Lösung ist. Die übrigen findet 


durch 
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man durch Zusammensetzung mit den rationalen Wurzeln der Zahlengleichung 
YP+3’=1. 
2. g=5. Es wird 





BD 
(“= 1:2" +20. +1, 40° +40—4) 


x 
der Reihe nach ın 


A2+4x—-4,—-22—-1,1) , 1,0,-5) 


transformirt, wenn man 4 resp. gleich 4x und — 2x — 1 setzt. Durch Zusamn- 


setzung und Umkehrung erhält man 


22” +20+2 , 7. 
Lx “m 


3° 
also 


LI\=ı2 +72) ‚„ tf=42. 


3. 9=17. Esseien A, B, A,, die Glieder der zu transformirenden, 


Ay, Bi, Az, die der ersten transformirten Gleichung etc. Es ergiebt sich: 


A= — ’ B= 2ı' +2? +2 +1 . 


A, =42”—48+8 B,=2r-—-1l, 
al, BR, 7 


und der Reihe nach 4 gleich 1(2°+ x) und 22— 1. Die Substitution, deren 
erstes und drittes Glied X und Y sind, giebt: 


ie . 
— 1(a’+x) 3 


4. gl 


zt!—1 


A — ‚ B=22.° +20 +2.” +22” +20 +1, 


2—1 


u 


A, =4x%"-42"+82"—-8r+13 , B = -27+20°+20°-20°-40’+5 
A, = +20’ — a! -32%°—20’ +20 +3, B,= 220° + 22° — 4a? —- 2c+1 


4,=42'+4a®+4a—Aa +4 „ B=2a°’+2a’+4Ic—1, 


N 


A=#ss +3 . BZ2:+1I, 4=4, Zur, =. 
35 * 
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Die 4 sind der Reihe nach: 


(+1) „ —22 +2 „ ız ,„ 22 ,„ 232z+1). 


2 


Von der Form (4 „0 „'") führt die Substitution 


(0 2) 
auf(1,0, 11). 


Setzt man alle Substitutionen zusammen, so erhält man durch Umkehrung 
die gesuchte Translormalıionsformel 


® (2° +."— 20" +20°— 0 —?2) „ — 22a! + +3” —Ad4cH1T 
}(@' + x) a dla 
D. g= 13. 


=] 


A=—_T ; B=2«" +20 +20 +20 +22 +20 +1, 
A, =4a" — 4’ +80 +42 — 4° +4” +12 — 12, 
B, = - 2m’ +20’ +20 20° +60-7 ,„ A, = 0° wo -20 +0 +30+ 3030-3, 


B, = 2x +22°_22°-6x°-60°+6x+7 , Ay=400+120°+162'+80-822-16x-12, 


B, = — 22’ 62" be +Aca+5 „ A=x" +32.’ +220°— 20 —1, 
B,=2 +4” —2a 5 „ A, =4"+4ı-12 ,„, B=—2e—J1, 
Ai, Bat. Az ER, 


Die 4sind!(@ +1), — 22, 1a —2), —2r, !(a+1), -—20 —|1. 
Die Glieder der gesuchten Substitution a, $, y, d sind 


2Ba—=2a + — HAN FI +2. 
Ber’ "+33 +r6c+l x 2y= "+" +rT, 
d=t— Pr +l. 


Man sieht an diesen Beispielen, dass alle A und B ganze Zahlen zu Coef- 


ficıenten der verschiedenen Potenzen von x haben; ein Beweis dieser Eigenschaft 


ıst im Vorhergehenden nicht gegeben. 


Bonn, im October 1852. 
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. 


Ueber die Entwickelung von Wurzeln 
algebraischer Gleichungen in Potenzreihen. 


(Von Herrn Prof. Dr, Heine zu Bonn.) 


I. einem Briefe an Goldbach macht Euler die Bemerkung, dass in der 


Entwickelung von VA-n?a) nach aufsteigenden Potenzen von a alle Goefficien- 
ten ganze Zahlen werden *). Eisenstein hat diesen Satz verallgemeinert. Er 
giebt an**), dass in jeder Reihen -Entwickelung dieser Art, „wenn sie nur aus ei- 
„ner algebraischen Function stammt, mag dieselbe übrigens explicite oder im- 
„plicite gegeben sein,” nur eine endliche Anzahl bestimmter Primzahlen und de- 
ren Potenzen als nothwendige Nenner vorkommen **). Es ist mir gelungen, 
diesen Satz zu verallgemeinern, indem ich die Methode genauer in’s Auge fasste, 
durch die ich ihn früher auch für den Fall bewies, für welchen nach Eisenstein's 
(nicht richtiger) Angabe keine Reihen-Entwickelung existirt. In der gegenwärti- 
gen Abhandlung findet man die Ableitung der neuen Resultate. Es ist bei den- 
selben vermieden worden, auf die Entwickelungen der früheren zu verweisen. 
Den von Eisenstein aufgestellten Satz werde ich in doppelter Beziehung 
verallgemeinern. Man nehme an, es sei eine algebraische Gleichung Sy.) = 0 


ee 


*) S. Correspondance mathematique et physique, publice par Fuss. St. Petersbourg 1843 
Tome 1, Lettre CXLII, pag. 557. (Berlin d. 4. December 1751.) Unter n muss eine ganze Zahl verstan- 
den werden. Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus ($. 1) meiner Abhandlung im 45ten Bande 
dieses Journals, wenn man die dort in der Anmerkung gegebene, auch sonst bekannte Formel für den 
Exponenten der höchsten Potenz einer Primzahl p, die das Product 1.2.3..... m theilt, so schreibt: 


m— (++ ..... +4) 
p—1 


Dieser Ausdruck ist offenbar kleiner als m. 
*#)) Im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Juli 1852, S. 441. 


**#) Den Beweis dieses Satzes findet man in meiner oben erwähnten Abhandlung (S. 291 - 296). 
Am Eingange derselben ist die betreffende Stelle des Monatsberichts abgedruckt. 


268 15. Heine, über d. Entwick. v. Wurzeln alg. Gleich. in Potenzreihen. 


gegeben, und stelle sich, ohne die Art der Gleichung dadurch weiter zu beschrän- 


ken, f(y, &) als ganze Function von x und y vor. Lässt sich irgend eine Wur- 


zel dieser Gleichung ın eine Reihe 
yz=o+tG002 +52” +.... 


entwickeln, deren Coefficienten c rationale Zahlen in ihrer kleinsten Benennung 
hezeichnen, so behauptet Eisenstein, dass diese c, als Nenner, nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Primzahlen enthalten. Ich werde zeigen, dass sämmtliche 
Nenner sich wegheben müssen, wenn man für x ein gewisses ganzes Vielfache 
von x setzt, und die Reihe, in der ja auch ce, gebrochen sein kann, mit einer ge- 
wissen ganzen Zahl multiplicirt. Während es also nach dem von Eisenstein 
aufgestellten Satze noch möglich wäre, dass die Reihe 
x ie A 
y=l+tztrzat5 t+t%+ Se R 

ın der ja nur eine Primzahl, nämlich 3, im Nenner vorkommt, die Wurzel einer 
algebraischen Gleichung sei, so könnte Dies nach der Verallgemeinerung des 
Satzes nicht mehr der Fall sein; welche ganze Zahl auch k sein mag; es könnten 
sich nie alle Nenner wegheben, wenn man in die Reihe kx statt x setzt. 

Wir erweitern den Satz noch in einer andern Richtung. Wenn Eisen- 
stein es auch nicht ausdrücklich bemerkt, so hat er doch unter einer algebrai- 
schen Gleichung eine solche verstanden, deren Zahlcoefficienten rational sind. 
Es geht Dies däraus hervor, dass er sagt, die Primzahlen, welche als Nenner auf- 
treten können, seien Divisoren von der Determinante der Function f(y, 0). 
Die Determinante wäre aber im Allgemeinen eine irrationale Zahl, wenn nicht die 
Zahlcoefficienten von f(y, a) rational sind. Der oben angegebene Satz gilt aber 
auch noch, wenn diese Coefficienten irrational sind, d. h. Irrationale von der all- 
gemeinsten Art, nicht bloss algebraische Irrationale. Ich werde nämlich in ($. 1) 


folgenden Satz beweisen: 


Ist 
yzo+a2 +92 +..... 


die Wurzel einer algebraischen Gleichung /(y, x) =0 mit irrationalen 


Zahlcoefficienten, so genügt sie auch, vorausgesetzt dass die c rational sind, 


einer algebraischen Gleichung ıb(y, x) = 0 mit rationalen Coelficienten. 
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s.1l. 
Die Function f(y, x) ist ein Aggregat von Gliedern von der Form 
mp 
5” ,5.» 
wenn m und p ganze positwe, g rationale oder ırrationale Zahlen bezeichnen. 


Es seien r verschiedene derselben, nämlich g} , 82, ....g, irrational, die übrigen 


rational, oder, gleich einer der r, irrationalen Grössen g. Dann hat offenbar 


J/y, ©) die Form 


ıo(y> x) + gırbı(y> &) + ga. (y5 2) + ..... + g.,(y > x); 


wo die ı) ganze rationale Functionen von y und x mit rationalen Coefficienten 


sind. i 
Sollte zwischen den irrationalen Zahlen g und irgend welchen rationalen 


a eine Gleichung 
tag tat ....- +0,9g,=0 


bestehen (natürlich ohne dass a//e « Null sind), so wird sich eine der Grössen g 


z. B. g,, eliminiren lassen, und daher f(y, x) auch die Form 
Ey) hey, R)+ ..... +8.9.(Y, %) 


haben, in welcher die $ Functionen wie die x) bedeuten; d. h. ganze Functionen 
mit rationalen Coefficienten. Hier kommen nur r — 1 Irrationale vor. Besteht 
zwischen diesen und den rationalen Zahlen P wiederum eine Gleichung 


so fahre man in der Reduction fort, bis entweder keine irrationalen g übrig bleı- 
ben, oder doch nur solche, zwischen denen keine lineare Gleichung von der obi- 
gen Art Statt findet. Es lässt sich daher /(y, x) in eine Summe von der Forın 


ıbo(y; x) + gib, (Y, ©) +gYUr(y, T) + ..... +g.b,.(y; %) =/(y; x) 


zerlegen, in welcher die a) ganze Functionen von y und x mit rationalen Coefh- 
cienten bedeuten, und die g irrationale Grössen, zwischen welchen keine Glei- 


chung 


mit rationalen «& besteht. 
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Ist nun die Reihe 
Yy=Oo+G°+G2°+ ..., 


in welcher die ce rational sind, eine Wurzel der Gleichung /(y, x) = 0, so muss, 


wie wir zeigen werden, derselbe Werth eine Wurzel der Gleichungen 
LYy)=0 ; by D)=0 ;..... Jb(y,2)=®, 


also gewiss einer Gleichung mit ratıonalen Coeffhicienten sein. 


Man substituire füry seinenWerth in /(y,.x), und dazu in ba, Abi. ...2b,, 
und ordne dann nach Potenzen von x. Es möge sich nach dieser Substitution 


abo (Y; x) z= &u+r Box +Y Hu. 
Te ZI x) =u+ Pı® + yız'+ An 
d,(y, °C) _ a, + Br Hy + ss; 


ergeben, wo die a, ß, Y, .... offenbar rationale Zahlen vorstellen. (Die Coef- 
ficienten c in der Entwickelung von y nach Potenzen von x, also auch die in den 


Entwickelungen von jeder ganzen Potenz von y, sind nämlich rational; eben so 
die Zahlcoefficienten in allen x.) Es muss daher 


I: dm tgh tt... + 8,0,) 
+ (+ Pıgı + Pag + ----- + P,8,) & 
+ Mtygıt Yyßı+----- + Yyıg.) x 
ee 


% 


für alle Werthe von & verschwinden, d. h. man hat dann: 


trug tragt... tra,g, = 0, 
B+Ag that... +Ag—=0; 


YtYıyı Fyıge rt... + YE8- = 0; 


woraus folgt, dass alle a, 8, y, .... verschwinden, d. h. dass auch Jy. Ws Way. 
durch die Substitution des Werths 


oGtco°H+oa°+.... 


für y sıch in Null verwandeln. Es ist also 
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y=otGa+09G2°+.... 
eine Wurzel aller Gleichungen 
bb, = Abd; ..... ıIb,=0. 


Anm. Bedeuten c,, €, .... nicht rationale Zahlen, sondern nur ratio- 


nale Functionen von gewissen irrationalen Grössen 7, 7, ...., und ist 
2 
y=6TtcttoX +.... 


die Wurzel einer algebraischen Gleichung, so ist sie auch die Wurzel einer sol- 
chen algebraischen Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen von 
!y5 %js -... sind. Unter rationalen Functionen sind hier natürlich solche zu ver- 


stehen, deren Zahlcoefficienten rational sind. 


$. 2. 


Wir gehen nun dazu über, die andere in der Einleitung angegebene Ver- 
allgemeinerung des Eisensteinschen Satzes zu beweisen. Zufolge ($. 1) kann 


man sich vorstellen, dass in der Gleichung /(y, x) =0 selbst, welcher die 
F Wurzel 





ae Dr a u 
y=-(=«4xXt6GXxX+t.... 


genügt, nur rationale, oder sogar ganze Zahlcoefficienten vorkommen. Jeder 


Theil der Reibe für y, wie 


2) " 2 
c m + Cnm-+1 X + C m+2 T + ..o.9 





| wird dann ebenfalls die Wurzel einer Gleichung sein, die, / = 0, ganzzahlige 
Coefficienten hat, die man auch leicht aus f = 0 bilden kann, und es wird hin- 
| reichen, wenn man den Satz für einen so/chen Theil der Reihe beweiset. In der 
That: kann man in diesem alle Nenner wegschaffen, indem man ıhn mit einer 
ganzen Zahl multiplicirt und für x ein ganzes Vielfache von « setzt, so wird das 
Gleiche auch mit der ganzen Reihe y geschehen können, 


Ordnet man f(y,a) nach Potenzen von Y, so hat diese Function die Form 
Ay’+By”"+....+I/y”’+Ky+L. 


wo A,B..... ganze Functionen von x bezeichnen. Es sei 
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A=a,+a0° +92 + ---- 
B = 4, +5, +b,20°”+ ..... 


I = Io +8 + 1x” + or bs 
K=k,+khetrkı” +... 
E an 4 -H h% + 1,0? + “ara 


Sämmtliche Zahlen a, b, €, .... sind ganz; einige von ihnen können auch Null 


sein. 


Aus der Gleichung f = 0 mag man die gleichen Wurzeln weggeschafft 
haben, so dass jede nur einmal vorkommt, also nicht zwei Wurzeln der Gleichung 
f=% dieselbe Reihen -Entwickelung in ihrer ganzen Ausdehnung geben. Setzt 


man dann 
y=-caTtıyı b) yı=c"+tıy „ oro.°.0. 


so wird man leicht die Gleichungen für yı, Ya; -... bilden können, die sämmt- 
lich, wie die ursprüngliche, vom nten Grade sind und ganze Coefficienten haben, 


so dass z. B. y„ eine Wurzel der Gleichung 
Anynt BaYn +... tInYnt Knyn +, = 0 


ist, in welcher A,,, B,.., .„... ganze Functionen von & mit ganzzahligen Coefficienten 
sind, die ich mir durch Division von jedem Factor, der allen gemein ist, befreit 


vorstelle. Es können daher A,, DB, ....L, für keinen Werth von x zugleich 


m) 
verschwinden. Setzt man in jeder dieser abgeleiteten Gleichungen x = (0), so 
wird, von einem gewissen m an, Jede Gleichung nur einen Werth von y,, für die- 
ses besondere x geben, weil nicht zwei Wurzeln der Gleichung f(y, x2)= in 
ihrer ganzen Entwickelung übereinstimmen. Solche Gleichungen wollen wir re- 
dueirte nennen. In einer reducirten Gleichung verschwinden daher A, Bas...I 
füre=0; K,, kann nicht für © =0 verschwinden, weil sonst auch Z,, gleich 
Null sein müsste, also alle Coeflicienten verschwinden würden; was nicht möglich 
ist. (S. oben.) L,, kann offenbar Null werden. 

Genügt also y der Gleichung f(y, x) = 0, so ist ein Theil der Reihen- 


Entwickelung von y, nämlich 
„a 2 
Yın Bug Cat Cn+%CF Cn+3% + ...93 


eine Wurzel einer reducirten Gleichung. 


Es reicht daher hin, den Satz für eine Reihe 
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y=o +00 +6G%°+.... 
zu beweisen, welche eine Wurzel der reducirten Gleichung 
Jr )=Ay'+By"+...+ly?+Ky+l 


ist. Die Coefficienten in dieser Gleichung haben, da sie eine reducirte ist, die 


Form: 
Az MICH ma -+ ..... 
DB. br br +... 


= ncH+nX° + ..... 


Es sind hier a, b, .... ganze Zahlen, die auch zum Theil Null sein können; %,. 
oder wie wir zur Abkürzung schreiben werden, %, ist bestimmt nicht Null. 
Es wird ferner nur der Fall zu betrachten sein, wo das von x freie Glied 


in y ganz ist. Hätte nämlich c, den Nenner g, so würde 
gy= goatgaaztgaoa” +... 
wo gc, eine ganze Zahl ist, gleichfalls einer reducirten Gleichung 
Agy" + Bay" +... +1" gy’ + Kg gy)+Lg'=0 


genügen. Kann man daher den Satz beweisen, dass die Wurzel einer reducirten 


Gleichung (zu der wir wieder die obige f{y, x) = 0 nehmen) 
y=6G + (5% +0,% + re 


in welcher c, ganz ist und alle c rational sind, durch Vertauschung von a: mit ei- 
nem ganzen Vielfachen k x von x, von allen Nennern befreit wird, so ist damit 


zugleich der ın der Einleitung ausgesprochene Satz bewiesen. 


Re‘ 


Man betrachte die Reihen - Entwickelung der Potenzen von y genauer, 


als es oben in ($. 1) geschahe. In einer jeden Potenz von y tritt als Factor ir- 


36* 
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gend einer Potenz von x, z. B. x°, ein Aggregat auf, dessen einzelne Glieder aus 
Binomialeoeflicienten (und das sind ganze Zahlen) und aus Potenzen von cu; Cı. 


....c, besteht, d. h. aus Gliedern von der Form 


090 % 


@p 
80, Ey rreen C, R 


wenn g eine ganze Zahl bezeichnet. Man sieht leicht, dass die Exponenten «a 
durch die Gleichung 
4tr2m,+... +7, =p 


verbunden sind. Es ist c, eine ganze Zahl. Sollten c,, €, ....c, resp. nur die 
Nenner %k. 72, .... 4’ enthalten, so wird der Coefficient von x” nur den Nenner 
Ak" haben. 

Setzt man in f(y, x) = für y seinen Werth und ordnet nach x, so 
müssen die Coefficienten jeder Potenz von x für sich verschwinden. Aus dem 


mit x" multiplicirten Gliede zunächst entsteht die Gleichung 


a5 +5,0""+..+kho+ll+kha=%; 


woraus folgt, dass k,c, eine ganze Zahl ist, also c, nur den Nenner k hat. Das 
mit a@° multiplicirte Glied zeigt auf ähnliche Art, dass in c, der Nenner A? vor- 
kommt. Allgemein wird durch vollständige Induction bewiesen, dass k” der 
Nenner von c, ist. Es sei nämlich der Satz bis zu einem gewissen zn wahr, so 
muss er, wie die Betrachtung des Coefficienten von x”*' lehrt, auch für c,,,, gel- 
ten. Zu diesem Coefficienten geben nämlich in Ay”, By", ..../y’ (da A,B, 
.... ] kein von x freies Glied enthalten), nur diejenigen Glieder in der Entwicke- 
lung der Potenzen von y einen Beitrag, welche höchstens mit x” multiplicirt sind, 
also nur den Nenner k” enthalten. Ky giebt einen ähnlichen Beitrag, ausser 
diesem aber noch krc,,.; endlich L giebt den Beitrag /,,,,, welchesganz, und von 
einem gewissen zr an Null ist, Es enthält ke, ,ı, also nur den Nenner k”, oder 
Cyz, den Nenner k”*', Die Reihe für y hat demnach die Form 


tat +... 


wo sämmtliche g ganz sind; sie verwandelt sich daher durch Vertauschung von 


x mit kx ın eine Reihe mit ganzen Goeflicienten. 
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$.4. 


Sind die Grössen A, B, .... nicht ganze Functionen von .r, sondern nach 
x geordnete unendliche Reihen, so lässt sich nicht mehr annehmen, dass sämmt- 
liche a, 5, .... ganz sind. Es ist leicht zu sehen, dass alsdann die Reihe für y, wenn 
man wiederum x mit einem ganzen Vielfachen von x vertauscht hat, keine andern 
Nenner enthalten kann, als die welche ın A, B, .... selbst vorkommen. In die- 
sem Falle werden die Primzahlen, welche in den Nennern auftreten, entschei- 
dend sein können. Enthalten z. B. A, B,.... alle Zahlen von der Form 4g +1 
im Nenner, also auch unendlich viele Primzahlen von dieser Form, so wird y 
keine Wurzel dieser Gleichung sein können, wenn es alle Zahlen 4g +3 im 
Nenner enthält. 

Ausser obiger Resultate wird man noch einige Sätze finden, die sich zum 
Theil auf den Fall beziehen, in welchem mit unendlichen Reihen gewisse alge- 
braische Operationen vorgenommen werden; zum Theil auf den Fall, wenn die 
Coefficienten e in y irrational sind. So z. B. werden in der Potenz einer unend- 
lichen Reihe die Primzahlen, welche im Nenner enthalten sind, an der Stelle, an 
welcher sie zuerst auftreten, im Allgemeinen in derselben Potenz vorkommen, in 
welcher sie in der ursprünglichen Reihe zuerst auftraten. Es wird überflüssig 
sein, bei diesen Sätzen zu verweilen, da sie sich unmittelbar durch die Methoden 


dieser oder der früheren Abhandlung ergeben. 


Bonn, ım Januar 1854. 
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16. 
Ueber die Zapfenreibung bei stehenden Wellen. 


(Von Herrn Dr. Druckenmüller, Director des Königl. Gewerbe-Instituts zu Berlin.) 


\ or einigen Jahren hat Schiele in England ein Patent auf eine neue 
Construction der Zapfen an stehenden Wellen erhalten, welche als besonders 
vortheilhaft gerühmt wird, weil die Reibung bei solchen Zapfen nicht allein ge- 
rınger als bei andern, sondern auch in allen Puncten gleich sein soll. Man hat 
deshalb die Erzeugende der Umdrehungsfläche, welche den Zapfen begrenzt, 
Antıfrictionscurve genannt, 

Legt man die Axe der y eines rechtwinkligen Coordinatensystems, auf 
welches die Antifrictionscurve bezogen wird, in die Axe der Welle, so ist jene 
Curve dadurch characterisirt, dass die Tangente von einem Punct derselben bis 
zur Axe der y constant bleibt. Demgemäss ist jene Linie eine bekannte Trac- 
torıe, welche früher mit dem Namen Lagoide bezeichnet worden ist. Wegen 
ihrer Eigenschaften kann u. A. auf die „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen 
aus der anal. Geom., von L. J. Magnus, Theil I, p. 551 verwiesen werden. 

Im dritten Bande des „Practical Mechanic. Journal” von Glasgow ist eine 
grosse Zahl von Fällen erörtert, für welche die Anwendung jener Zapfencon- 
struction empfohlen wird. Zugleich wird auf frühere Nachrichten, welche im er- 
sten Bande enthalten sind, verwiesen. Da ich mir den letztern nicht verschaffen 
konnte, und andere Mittheilungen über denselben Gegenstand mir nicht zugekom- 
men sind, so ist mir nicht bekannt, worauf sich die Behauptung gründet, dass ein 
nach der Antifrictionscurve gebildeter Zapfen gleiche Reibung in allen Puneten 
erleide und dass das Reibungsmoment bei ihm ein Minimum sei. Man hat mir 
versichert, der Patent-Inhaber sei durch rein empirische Versuche auf jene Con- 


struction geführt worden. Die nachfolgende Untersuchung wird ergeben, In wie « 


fern dieselbe einen Vorzug vor andern hat. 
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l. 


un 


Indem man jeden Seitendruck auf eine stehende Welle ausschliesst, nehme 
man an, dass keine andere Kraft auf dieselbe wirke, als ein Druck in der Richtung 
ihrer Axe. 

Durch den Zweck des Zapfens ist bedingt, dass er von einer Umdrehungs- 
fläche, deren Axe mit der Axe der Welle zusammenfällt, begrenzt wird. Legt 
man eine Ebene senkrecht auf die Axe, so wird sie die Zapfen-Oberfläche im All- 
gemeinen in einer Kreislinie schneiden, deren Puncte bei der Umdrehung gleiche 
Reibung erleiden. Das ebene Zapfen-Ende kann als besonderer Fall betrachtet 
werden; alle Puncte einer um den Endpunct der Axe beschriebenen Kreislinie 
erleiden aber auch hier gleiche Reibung. 

Wenn man Ay (Fig. 1) in die Axe der Welle legt und Ax rechtwinklig zu 
Ay annımmt, so bestimmt die Ebene x Ay einen Schnitt der Zapfen-Oberfläche, 
welcher als die Erzeugende der letztern betrachtet werden kann. Bezogen auf Ay 


und Ax als positive Arme der Coordinaten-Axen, wollen wir die Erzeugende durch 


(1.) (X 5 y) —0 
darstellen. 

Wenn man einen Bogen der Erzeugenden durch s und einen Bogen des 
Zapfenschnitts mit dem Radius & durch o bezeichnet, so ist ds.do ein Element 
der Zapfen-Oberfläche. Man suche zunächst den normalen Druck auf dieses 
Element zu bestimmen. 

Bezeichnet man hierzu den verticalen Druck, welcher auf die Flächen- 
Einheit des Querschnitts der Welle ausgeübt wird, durch p, den verticalen Druck 
auf die ganze Unterlage aber durch P, und nimmt an, dass zwischen Zapfen und 


Pfanne von dem Radius x = o bis & = r, Berührung Statt finde, so ist 


P 
(2.) Pa? 


indem der verticale Druck auf gleiche Projectionen des gedrückten Pfannenstücks 
als gleich angenommen werden muss. Nun sei (Fig. 1) LM die Tangente und 
MN die Normale in dem Puncte M, welchem x und y als Coordinaten angehören, 
an die erzeugende Curve, und 9 sei der Winkel, den MV mit der Axe der x 
macht, in dem herkömmlichen Sinne gezählt: dann wird für jede Lage von LM 
die Projection des Elements ds.do auf den Querschnitt der Welle durch 
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ds.do.sıng 


ausgedrückt. Indem man also den verticalen Druck, der auf diese Projection 


oder, was Dasselbe ist, auf das Flächen-Element ds.do ausgeübt wird, durch dp 
bezeichnet, ıst 


(3.) dp=psig.ds.do. 


Ziehet man ausserdem dasjenige Element in Betracht, welches in dem durch M 
gehenden Querschnitt des Zapfens mit M auf demselben Durchmesser liegt, so 
lassen sich die auf diese beiden Elemente wirkenden Kräfte zu einer, nach der 
Richtung der Axe wirkenden Mittelkraft 2.Jp zusammensetzen. Es sei M’ der 
Endpunct des durch M gehenden Durchmessers: dann ist N M* normal zu dem 
Element ın M’, und 2dp lässt sich nach den Richtungen VM und NM’ in zweı 


gleiche Seitenkräfte zerlegen. Bezeichnet man jede dieser Seitenkräfte durch dg, 


so ıst 


(4.) dgy= A = pds.de. 


sing 
Der Druck, welcher normal auf ein Flächen-Element ausgeübt wırd, 
ist also gleich diesem Flächen- Element selbst, multıiplieirt mit dem Druck auf 
die Flächen-Einheit des Querschnitts der /W elle. 
Setzt man aus (2) den Werth für p, so geht (5) über in: 
P 
(9.) dg — Ag ds.de 
Dem Falle, dass die Berührung zwischen Pfanne und Zapfen sich vom Endpunct 
der Wellen-Axe bis zu dem Kreise mit dem Radius r ausdehnt, entspricht die 
Formel 
P 


m. ds.deo 


(6.) dg= 


$.2. 


Die durch die Reibung verloren gehende mechanische Leistung ist aber 
die Arbeit der Reibung. Ob dabei Abnutzung des Zapfens Statt finde, hangt 


davon ab, wie der Zapfen ın der Schmiere gehalten wird. Für jede Art von 


Schmiere kann der Druck im Verhältniss zu der Berührungsfläche nur bis zu 
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einer gewissen Grenze gesteigert werden, wenn sich eine zusammenhangende 
Feitlage auf der Berührungsfläche erhalten soll. Ist diese vorhanden, so richtet 
sich der Reibungscoefficient, gemäss den Versuchen von Morin, nicht mehr nach 
der Beschaffenheit der Materien, zwischen welche die Schmiere gebracht ist, und 
behält nahezu einen constanten Werth. Unter diesen Umständen werden also 
Zapfen und Pfanne nicht mehr unmittelbar auf einander gerieben, und es findet 
nur eine unmerkliche Abnutzung Statt. Findet aber zwischen Zapfen und Pfanne 
eine unmittelbare Berührung, und bei der Umdrehung also auch Abnutzung Statt, 
so muss die Arbeit der in jedem Puncte Statt findenden Reibung auch als das 
Maass der eintretenden Abnutzung betrachtet werden; und die letztere ergiebt sich, 
wenn man die Arbeit der Reibung mit einem von der Natur des geriebenen Kör- 
pers abhängigen Coefficienten multiplicirt. 

Ist nun «u der Reibungscoefficient, so wird das Reibungsmoment für das 


Element in M, welches von der Axe um x entfernt ist, nach (4) durch 


(7.) upads.do 


dargestellt. Da die durch die Reibung bei einer Umdrehung aufgezehrte Arbeit 
hieraus gefunden wird, wenn man mit 2 multiplicirt, so legen wir im Folgenden 
den Ausdruck (7) zu Grunde. 

Bezeichnet man das Reibungsmoment für den ganzen Zapfen, soweit der- 
selbe mit der Pfanne in Berührung ist, durch M, so ist 


(8.) M=/Supxds.do ; 


wo die Integration nach o durch den ganzen Kreis mit dem Radius x zu nehmen 
ist, die nach s aber nach der frühern Bezeichnung von =ogbisx=r. Dax 
für den ganzen Bogen o denselben Werth hat, so lässt sich die erste Integration 


vollziehen und man erhält 


Zr 


(9.) M= Inufpards 


xc=0o 
Ss 


Wie die Formel (7) das Maass der durch die Reibung in einem Punct bei 
einer Umdrehung aufgezehrten Arbeit darstellt, so giebt die Formel (9) dieselbe 
Grösse in Bezug auf die ganze geriebene Fläche. Bei der letztern ist aber hin- 
sichtlich der Grenzen g und r zu bemerken, dass sie einer Aenderung unterwor- 
fen sind, wenn Abnutzung Statt findet. Mit ihnen ändert sich dann auch p, in- 


dem sich der Druck P auf eine grössere oder geringere Fläche vertheilt. Ausser- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 3. 37 








280 16. Druckenmüller, über Zapfenreibung. 


dem wird unterstellt, dass die Berührung zwischen Zapfen und Pfanne innerhalb 
der eingenommenen Grenzen überall eine gleich-innige sei, während in der Wirk- 
lichkeit ie Auslaufen des Zapfens damit beginnt, dass die Berührung in einzel- 
nen Puncten, ohne ganz aufgehoben zu werden, weniger innig und dadurch die 
teibung geringer wird. Allein auch der neue Zapfen wird sich an die Pfanne 
nicht in allen Puncten gleich dicht anschliessen, wie sorgfältig beide auch gemacht 
sein mögen; dennoch wird die Formel (9), verbunden mit (7), dazu dienen, die 
Vortheile und Nachtheile verschiedener Zapfenconstructionen zu vergleichen, ın- 


dem die erwähnten Umstände beı allen ausser Rechnung bleiben. 


Wir geben zunächst einige Beispiele von der Anwendung der Formel (9), 
um sodann zur nähern Untersuchung der nach der Antifrictionscurve gebildeten 
Zapfen überzugehen. 

l. Ist der Zapfen senkrecht auf die Axe abgeschnitten, so wird ds = dx 


und demnach 








r? — 0? r?+or+0? 
M=:rup(r — oe) = UP. ag =tuP: Pr: 


Dieser Ausdruck wird ein Minimum für ge = 0), d. h. wenn in allen Puncten der 
Endfläche des Zapfens Reibung Statt findet und daher das Integral von Rand zu 


Rand zu nehmen ist. In diesem Falle wird 


M= 3 A Pr. 
ll. Hat der Zapfen die Kegelform, und ruht vom Radius g= CD bis 


zur= AB (Fig. 2) in der Pfanne, so kann man die Abscissen- Axe in die Linie 


AB legen, so dass an die Stelle der Gleichung (1) die folgende tritt: 
rytha=hr, 


wenn k= AK ıst. Demnach wird 
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Dieser Werth wird wieder ein kleinster für og = 0, d. h. wenn der Zapfen bis zur 
Spitze in der Pfanne ruht, und geht dann über ın 


M= 2 uPy(h’-+ y: 


Er ist immer grösser als der in (I) gefundene, und geht in diesen über, wenn h 
verschwindet, also der Zapfen eben wird. Die Anwendung ronischer Zapfen 
empfiehlt sich also nicht. 


Statt ı kann man den Winkel BEA=u einführen, indem nut 


III. Die geriebene Zapfenfläche sei die Zone einer Kugelfläche mit dem 
Radius R; dann kann man für die Gleichung der Erzeugenden 


x +Yy’ — R? 
annehmen, wodurch 


ds = VER = zn. de und 





T 


?dx 
M=?2rup ale =rupR - azV(R?— a?) + R?arc IByCRI—a®) +Const, 


sich ergiebt; welches Integral von x =g bis x = r zu nehmen ist, wenn go und r 
die Radien der die geriebene Zone begrenzenden Kreise sind. Führt man für p 
seinen Werth aus (2) ein und bestimmt auch hier denjenigen Werth von g, für 
welchen M ein Minimum wird, so kommt man wieder zuge —=(). 

Die günstigste Anwendung dieser Zapfenform ist also diejenige, wenn die 
Zone ein Kugelsegment ist, in welchem kein Theil ausser Berührung mit der 
Pfanne bleibt. Diesem Fall entspricht 


uPR 


r: 


M= 





- r\(R?— r?) + R?arc tg > . 


Ist das Segment eine Halbkugel, also R= r, so wird 
M= IruPr A 


In allen drei, hier untersuchten Fällen wächst das Reibungsmoment für 
ein einzelnes Element nach (7) mit x; die Abnutzung nimmt also von der Mitte 
nach dem Rande hin zu. Zieht man aber nur die Grösse der durch die Reibung 
auf den ganzen Zapfen erzeugten Arbeit in Betracht, so hat der ebene Zapfen 


vor den beiden andern den Vorzug. 


37* 
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$. 4. 


Die Gleichung der in neuerer Zeit sogenannten Antifrietionscurece ist 





| (m — V(m? — 2)? 
y = Y(m? — a?) — im.In — za 2 s 


Die Curve liegt symmetrisch auf beiden Seiten des positiven Armes der 
Axe der y, berührt dieselbe asymptotisch und wird von der Axe der & in zwei 
Puncten berührt, welche vom Anfangspunct der Coordinaten um m entfernt sind, 
so dass sie ungefähr die in (Fig. 3) angegebene Gestalt hat, wenn AB= AC 
—= m ist. Der ım ersten Quadranten des CGoordinatenraumes enthaltene Arm 


der Curve wird für sich durch 
| m — V (m? — 2?) 
0. r— U 1) — We Be EA acht: 
(10.) y VY(m ev’) — min 2 
dargestellt, und diese Gleichung trıtt für einen Zapfen, der nach dieser Curve 
gebildet ıst, an die Stelle von (1). 
Ist ein solcher Zapfen von = og bis x =r gerieben, so wird das Mo- 


ment der Gesammtreibung, da hier 
mdx 


ds = — 
x 


ist, nach (9), indem man für p sogleich seinen Werth setzt: 


2uP ( 
M= Seen mxdxe = uPm. 
e 


0 
- 


0 

Das Reibungsmoment ist also bei einem nach der Antifrictionscurve 
gebildeten Zapfen einer stehenden VVelle von der Grösse der geriebenen Zone 
ganz unabhängig, und behält denselben Werth, wie gross auch der Theil des 
Zapfens sein mag, der wirklich auf der Pfanne ruht. Demnach wird es immer 
vorzuziehen sein, den Zapfen bis zu der Linie BC in die Pfanne zu versenken, 
so dass m=r und M= uPr wird. 

Dagegen erweiset sich die Behauptung, dass bei einem solchen Zapfen 
wegen der Reibung ein geringerer Verlust an mechanischer Leistung Statt finde 
als bei andern, schon hier als unrichtig, indem nach ($. 3, D) der Werth von M 
bei einem eben abgeschnittenen Zapfen bei gleichem Enddurchmesser nur 3 des 


hier gefundenen ist, 

















‘ 
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$.5. 


Um die Behauptung zu prüfen, dass ein nach der Antifrictionscurve ge- 
bildeter Zapfen in allen Puncten gleiche Reibung erleide, müssen wir auf die 
Formel (8) zurückgehen. Aus ihr folgt, dass überhanpt keine Zapfenform denk- 
bar ıst, für welche in allen Puncten gleiche Reibung Statt fände; denn diese Ei- 
genschaft würde nur dann da sein, wenn das Reibungsmoment für gleiche Flä- 
chen-Elemente gleich wäre, während in (7) das Flächen - Element durch ds.do 
ausgedrückt wird und das ihm entsprechende Reibungsmoment also mit x wächst. 
Wırkommen aber auch hier zu einer sehr bemerkenswerthen Eigenschaft des frag- 


lichen Zapfens, indem wir für ds seinen Werth in (7) einführen. Da nämlich 


mdx 
ds = — 
c 


ıst, so wird das Reibungsmoment für das Element ds.do gleich 


upm.dx.do. 


Nun ist d®.deo offenbar die Projection von ds.do, woraus folgt: 

Bei einem nach der Antifrietionscurce gebildeten Zapfen einer stehen- 
den FWVelle erleiden solche Flächentheile deren Horizontalprojectionen gleich 
sind, gleiche Reibung. 

Hierbei ist nicht zu übersehen, dass das in der vorstehenden Formel ent- 
haltene p, selbst von r und g abhängig ist. Die Reibungen verschiedener Zapfen 
folgen, auch wenn die Erzeugende ihrer Oberfläche dieselbe ist, nur dann dem 
oben ausgesprochenen Gesetze, wenn auch die geriebenen Zonen an ıhnen die- 
selben sind, und es folgt aus dem Gesagten, dass die Reibung in jedem einzelnen 
Puncte um so geringer wird, je grösser die geriebene Oberfläche ist, während die 


Gesammtreibung nach ($. 4) dieselbe bleibt. 


$. 6. 


In ($. 2) ist erörtert, dass die Abnutzung, wenn eine solche Statt findet, 
auf jedem Element der Zapfen -Oberfläche dem Reibungsmoment des Elements 
proportional gesetzt werden müsse. Giebt man diesen Grundsatz zu, so lässt sich 
aus ($. 5) ferner schliessen, dass eine Antifrietionscuree durch die Abnutzung 


ıhre Gestalt nicht ändert. 


- 





254 16. Druckenmüller, über Zapfenreibung. 


Denn es sei (Fig. 4) AB ein Bogen-Element der Antifrictionscurve, also 
AB = ds, und dem entsprechend, CB= dx, AC=dy. Dann muss ange- 
nommen werden, dass die Abnutzung in einer hinlänglich kleinen Zeit auf dem 
ganzen Element AB dieselbe sei, so dass, wenn AEFB den durch die Abnut- 
zung weggenommenen Theil des entsprechenden Zapfenschnitts darstellt, EF mit 
AB parallel ist, während AE und BF die abgenutzten Theile der das Element 
AB begrenzenden Krümmungsradien sind. Bezeichnet man also den Krüm- 
mungshalbmesser durch X und die Veränderung, welche derselbe in der ange- 


nommenen Zeit erleidet, durch A\, so ist 
AEFB=ds.a\; 


und da diese Grösse da proportional sein muss, weil die Abnutzung auf dem 
Flächen-Element ds.do der Grösse dx.do proportional und do constant ist, so 


kann man 


ds.ih=k.dx 


setzen, wo k eine constante Grösse ist, in welche auch «, p und m übergegangen 


sind. Man suche hieraus die Veränderung 4y zu bestimmen, welche y im 
Puncte B durch die Abnutzung erleidet. Ziehet man BA mit AC parallel, so 
ist 4y = BH. Nun ıst aber, wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke ABC und 
BHF: 

BH:BF= AB:BC oder 

Ay:dh=ds : dx, also 


Alh.ds 
ya ak: 
d. h. die Abnutzung, welche den Zapfen nach der Richtung der Axe der y in ei- 
ner unmessbaren Zeit erleidet, ist für alie Puncte der Erzeugenden dieselbe. Die 
Erzeugende erleidet also durch die Abnutzung nur eine Verschiebung, aber 
keine Veränderung ihrer Gestalt. 

Dasselbe gilt für die Pfanne, und eine Folge dieser merkwürdigen Eigen- 
schaft wird sein, dass Zapfen und Pfanne, vorausgesetzt, dass beide genau nach 
derselben Antifrictionscurve geformt seien, auch nach erfolgter Abnutzung genau 
in einander passen und also den Uebelständen nicht unterworfen sind, welchen 
andere Zapfen bei ıhrer Abnutzung unterlegen. 
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$. 7. 


Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Eigenthümlichkei- 
ten der nach der Antifrictionscurve gebildeten Zapfen sind nicht allein theore- 
tisch interessant, sondern auch wichtig genug, um diese Zapfenform dem Prakti- 
ker zu empfeblen. Dagegen geht ihr, wie oben gezeigt ist, die andere wichtige 
Eigenschaft ab, dass das Reibungsmoment ein Minimum wird. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, diejenige Zapfeuform zu ermitteln, 


welche den zuletzt erwähnten Vorzug hat. 


d 
Setzt man p = = so ist das Reibungsmoment dem Integrale 


SyAa+p}).da 


proportional. Nach den Regeln der Variationsrechnung lässt sich aber die Form 
bestimmen, welche die Gleichung (1) annehınen muss, damit das vorstehende In- 
tegral, zwischen festen Grenzpuncten genommen, einen kleinsten Werth habe. 
Wenn man der Deutlichkeit wegen vorübergehend a’Y(1+p?) =F setzt, so ist 


/Vdx = /V.öda+ fda.sV = Vöx+ /(da.8V—da.dV) i 


Nun ist 
AV =2xy(1+p’).da+ yazpdp : 
II =2xy(l-+pP). dc+ yarn öp; 
folglich 





o/Vdx — Vo Na dedp -deap 


Durch eine bekannte Umformung von dp geht aber der letzte Ausdruck in 





Vox +y er — po) [7 Amer (dy—pdx) 


über, und erfordert, damit das zu bestimmende Integral ein Minimum oder ein 


Maximum sei, die Erfüllung der Bedingung 


d- Ge =) 





=, 


dx 
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woraus durch Integration, wenn die hinzutretende willkürliche Gonstante durch k 
bezeichnet wird, 

nn 

vi) 
folgt. Löset man diese Gleichung nach p auf und setzt für p seinen Werth, so 
ergiebt sich als Differentialgleichung der gesuchten Curve: 


| kdz 
dy — V(x* — 2) . 
Um den Nenner homogen zu machen, schreibe man A? statt k. Man 
muss aber dann zur Erhaltung der Unbestimmtheit des Zeichens, welche der 
Factor k im Zähler hat, dem Werthe von dy das Doppelzeichen geben. Dadurch 


wird 


k? Sr 
(11.) dYı= = Va — 


und daher die Gleichung der gesuchten Curve 
, r dx 
(12.) y==# 7 1): 


Das vorstehende Integral lässt sich bekanntlich leicht auf eine elliptische 
Function con der ersten Art zurückführen. Indem man 


k 
(13.) = setzt, wird 
— k,sinp.d 
du = de hen und 
cos?p 
AERO "sinp.dy Be de 
y(l— cos’ 9) 7 Vi — isin?g) ' 


Nach der bekannten u des elliptischen Integrals erster Art ıst also 


ie 
(14.) var: y)+K; 


wo k‘ eine zweite willkürliche Constante bezeichnet und die obern Zeichen in den 
Formeln (13 und 14) miteinander gehen; wie auch die untern. 

Giebt man der eingeführten Hülfsveränderlichen nach und nach beliebige 
Werthe, so lassen sich mit Hülfe der Gleichungen (13 und 14) beliebig viele 


Puncte der gesuchten Curve bestimmen. 

















E, 
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Für einen Zapfen, dessen Begrenzungsfläche durch Umdrehung _ dieser 
Curve erzeugt wird, ist aber das Reibungsmoment ein Minimum, oder ein Mazi- 
mum. Wir werden weiter unten das Reibungsmoment selbst angeben, und 
nachweisen, dass dasselbe ein Minimum ıst. 

Die Constante k‘ lässt sich durch Verlegung der Abscissen-Axe beseitigen. 
Dasselbe gilt aber nicht von k; welches vielmehr, je nach seiner Wahl, die Natur 
der Curve, von welcher die Zapfenform abhangt, bestimmt. Man erwäge, dass k 
der kleinste Werth ist, den & annehmen kann, indem für ein kleineres x der 
Werth von dy in (11) imagınär wird. Hieraus folgt, dass der Zapfen von 
x —=0V bis = % keine Reibung erleiden darf, dass also % der Radius des klei- 
nern Kreises ist, welcher die geriebene Zone des Zapfens begrenzt; wesshalb 7 
dem frühern o gleich ist. Geometrisch betrachtet, ıst « der Abstand vom An- 
fangspunct der Coordinaten, in welchem die Curve (14) die Axe der x schneidet. 

Itk=o=(, so läuft der Zapfen in eine Spitze aus. Nach der Glei- 
chung (13) muss aber in diesem Falle p nothwendig constant und gleich !r sein, 
weil nur unter dieser Bedingung x selbst andere Werthe als 0 bekommen und 


beliebig angenommen werden kann. Zugleich geht aber die Gleichung (14) in 
y=VQ 


über: die gesuchte Curve wird also zu einer geraden Linie, welche auf der Axe 
der y senkrecht steht, und der Zapfen ist demnach eben abgeschnitten. Da 
schon in ($. 3) nachgewiesen ist, dass ein solcher Zapfen ein geringeres Reibungs- 
moment hat, als ein conischer oder kugelförmiger Zapfen, und demgemäss ein 


- 
Maximum nicht vorhanden sein kann, so liegt hierin folgender Satz: 


Unter allen Zapfen stehender Wellen, deren Reibungsfläche um die 
Wellen-Axe nicht unterbrochen ist, erleiden, unter übrıgens gleichen Um- 
ständen, (Dicke, Druck und Material) die eben abgeschnittenen die geringste 
Reibung. 

In jedem andern Falle kann man %k als Einheit annehmen und darnach 


x und y bestimmen; dann wird 


1 1 1 
ua, yarıaflı 9) - 


Aus dem Werthe von y folgt, dass dieCGurve aus zwei, gegen die Axe der 
x symmetrischen Armen besteht. Sie beziehen sich auf die beiden zu unterschei- 


denden Fälle, dass der Zapfen nach oben, oder nach unten gerichtet sein soll. 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIII. Heft 3. 33 
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Lässt man das obere Zeichen gelten, so liegt die Curve ganz auf der Seite der 
negativen y und ist nach (11) gegen die Axe der x concav. 

x lässt sich leicht durch Construction aus p finden. Da aber eine geo- 
metrische Construction der Curve nicht zu erreichen ist, so entnehmen wir für 
verschiedene Werthe von p die entsprechenden Werthe von F aus den Tafeln 
für die elliptischen Functionen, und stellen sie in folgender Tabelle mit den ent- 
sprechenden Werthen von x und y zusammen, um eine Vorstellung von dem 
Verlauf der Curve zu geben. Dabei ist zu bemerken, dass der in Tafel IX der 


„Exereices de calcul integral” von Legendre vorkommende Winkel $ = arcsın c 


1 


gegenwärtigen Falle den Werth 2 hat, hier 


ist, und dass, da der Modulus ce im g 


+ = 45° zu setzen ıst. Hiernach gehören folgende Werthe zusammen: 


p F x Y 
0 0 1 0 

6 0,104815 1,0054 0,0741 
15 0,263297 1,0352 0,1861 
30 0535623 1,1547 0,3787 
45 0826018 1,4142(— V2) 0,5840 
54 1,101237 1,7013 0,7158 
60 1,142429 2 0,5078 
66 1,277270 2,4586 0,9242 
75 1.487884 3,8637 1,0521 
84 1,706250 9,5668 1,2064 
90 1,354075 es 1,3109 


Da y Anfangs im Verhältniss zu & ziemlich rasch wächst, so erhebt sich 
die Curve hier steil, entfernt sich aber im Ganzen nur um die Grösse 1,3109 von 
der Axe der x. Aus (11) ergiebt sich, dass sie auf der Axe der & in dem Puncte 
x» =k=]1 von einer mit der Axe der y parallelen geraden Linie berührt wird. 
(Fig. 5) giebt ihre Gestalt ungefähr an. 


Es sei noch bemerkt, dass sich der Modulus v3 rasch so umformen lässt, 


dass er von der Einheit nur um eine verschwindend -kleine Grösse verschieden 


ıst. Setzt man nämlıch 
































ae ee re us 
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und daneben 


sin(2p —Y)=csiny, 


sin (2, — Yı) = cısing; 5 
so wird 
e=070711 ,„ c,=c9517 , c, = 0,99998 . 


so dass schon c, ohne merklichen Fehler gleich 1 angenommen werden kann, 
Dann ıst 








" | dp 2 2 Mi dd Er 2 Be: R  dg 
Vy(l— esin? y) a 77 l+c, vA— sing) —I+e l+c,, v(l— sin’) 


u Pal N 
1+e 1-+c, Jcosp, 


Hieraus ergiebt sıch 3 





2y2.%k 
y= #1. 1,0817 /nteım + ya) 





welche Formel, mit den obigen Hülfsgleichungen, zur unmittelbaren Berechnung 
der Werthe von y benutzt werden kann. 


$.8. 


Wir suchen jetzt das Reibungsmoment für einen Zapfen, dessen Ober- 
fläche durch Umdrehung der Linie (14) entstanden ist. Damit die Darstellung 
in Uebereinstimmung mit den frühern Entwickelungen bleibe, schreibe man og 
statt k. Wenn man dann berücksichtigt, dass 

x?dx 


ds = Y(da’+ dy?) =/@ 5° er 


ist, und für p seinen Werth in (9) setzt, so ergiebt sich für das Reibungsmoment: 
FR ZuP atde 
r— 0? ‚Ve‘ — 0°) 


z'de “ de 
See or free 
wodurch jenes Integral auf das frühere elliptische Integral zurückgeführt ist. 


35 * 


Nun ıst 
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Bemerkt man nun, dass p = 0 sein muss, wenn x = g werden soll, und dass mit 
g auch das elliptische Integral der ersten Art verschwindet, so ergiebt sich, dass 
in dem WVerthe von M der von der Grenze x = g herrührende Theil wegfällt, 


Damit aber & in die andere Grenze r übergehe, muss 


0 
csp=, 
sein. Wenn man also denjenigen Werth von g, welcher dieser Gleichung ge- 
nügt, durch @’ bezeichnet, so wird 


2, ! 2 Br 
15.) MN=3 32 jrVer— 0) +5 (05 j g') . 


Setzt man beispielsweseg=1, r=2, so ıst F = 1,142429, und dem- 


.. % 
gemass 


M = : u P.2,85064. 


Den angenommenen Werthen von g und r entsprechen aber auf der erzeugen- 
den Curve dıe Puncte 


ui „ Y=B, 
ze ,„ y=0803, 


und die im vorhergehenden Paragraph enthaltene Entwickelung besagt, dass sich 
zwischen diesen beiden Puncten keine andere Linie -construiren lasse, welche 
als Erzeugende eines Zapfenstücks, ein geringeres (oder grösseres) Reibungsmo- 
ment liefert, als das eben gefundene, Legt man z. B. eine gerade Linie durch 
jene beiden Puncte, so wird der entsprechende Zapfen conisch, und die Höhe 
des in Betracht kommenden Kegels ist ı = 2.0,8078. Das entsprechende Rei- 
bungsmoment ist aber nach ($. 3, I): 
2 u P. v a E ) - =? AP. 3,0503 , 

und daher in der That grösser als das oben gefundene; wodurch zugleich der 
Nachweis geliefert ist, dass der Ausdruck (15) nicht ein Maximum, sondern ein 
Minimum giebt. 

Setzt man in (15) den kleinern Radius g=0, so gebt jener Ausdruck 


In 


M— uPr 
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über; was mit ($. 3, I) übereinstimmt, da g = 0 dem eben abgeschnittenen Zap- 
fen angehört. 

Man kann aber auch die Aufgabe stellen: g in (15) so zu bestimmen, dass 
M ein Minimum minimorum wird. Um hier die Ableitung von M über o zu 


bilden, ıst zu bemerken, dass 


— 


er r 


o — Y(l—1sin®g’) do 





ist; und da 
HR. 
cosyp’ = 


ist, so geht der vorstehende Ausdruck in 


a iR V & un a 
do r’ +0? 





über. Demgemäss wird 














dM 2 uP De j i 
a 3 ro? u ae A A 
Er PR. 0° r? — 0? 
Veto Bela 9)+", r? +0? 





2r? +0? 1 
u +7368 "—5g)F ur 2} 


0 


BAR mar Aue 
=3uP. rY m 


Diese Ableitung wird gleich 0, wenn 9 verschwindet. Ob es reelle Werthe von 
o gebe, welche den letzten Factor des vorstehenden Ausdrucks verschwinden ma- 
chen, lässt sich nicht ermitteln. 

Da g=0 dem eben abgeschnittenen Zapfen entspricht, so muss diese 
Zapfenform für stehende Wellen als diejenige angesehen werden, welche der Be- 


wegung das geringste Hinderniss entgegensetzt. 


Berlin, ım Februar 1854. 
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Ik. 


Ueber eine Function von drei Winkeln, - 


deren erste Abgeleiteten ebenfalls als Winkel anzusehen und 
durch algebraische Relationen ihrer Cosinus zu denen 
der Unabhängigen bestimmt sind. 


(Von Herrn Dr. Schläffli, Docenten an der Universität zu Bern.) 





IF 


Definition. Wenn im Folgenden alle Winkel zwischen 0 und , und 
alle Quadratwurzeln positiv angenommen werden, und man setzt 
cosa = sin acosy ! Y(sin’a — cos’P) , 
cosb = cosacosßsosy : Y(sin’a — cos’ P)Y(sin’y— cos’P) , 
cosce = sinycosa : Y(sin’y — cos?’ ß) , 
so wird man die drei Bedingungen dafür, dass die Formel 


ada+bdß+cdy 


ein vollständiges Differential sei, erfüllt finden. Wir bezeichnen das Integral mit 
/(@.3,y) und bestimmen seine Constante dadurch, dass wir es für 
sinasiny = cosß 


verschwinden lassen, weil es dann zugleich mit seinen Abgeleiteten a, 5, c ver- 
schwindet. Aus dieser Definition erhellet, dass die Function f ihren Werth nicht 


ändert, wenn man die äussern Argumente « und y vertauscht; d.h. es ist 


fıa,Pıyw=/yıPßf>;). 
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2. 


Ein Argument 5x. Setztman y = 3 und stellt sich $ als gegeben und 


nur a als variabel vor, so ist a=39, also: 


df(a,P,!m)=ında. 


Die Function f verschwindet für sina = cos ß, d.h. für a =!r— 8; die Inte- 


gralgleichung ist also: 


(1) Sa ,B 1) =ir(a+ ß- 1m). 
Setzt man das mittlere Argument ? = !r, so wrda=y,b =1mc=ao; 
folglich ist 
Ja,ın,y)=ay 


3. 


. Supplementare Argumente. Wenn y in m—y übergeht, so ändert sich 
c nicht. Man hat also, wenn « und f als constant gelten, zugleich: 


dffa,,y=+cdy ,„ dfa,ß,r—y)=-cdy. 


Addirt man die beiden Gleichungen, so zeigt sich die Summe der zwei Functions- 
werthe von y unabhängig; sie ist daher, unter Anderm, dieselbe, wie wenn y=!r 
ist; also ist auch, nach (1): 


2.) fa, Pıy+rfa,P,r-Y)=rla+ß—rm. 


Wenn, zweitens, das mittlere Argument ß in x — ß übergeht, so ändern 
sich @ und ce nicht; der Unterschied beider Functionswerthe ist also von « und 
y unabhängig und wird daher durch (1) gefunden, indem man z.B. y=ır 
setzt. Es findet sich: 


3) /(a; = — P,y)—fla,P,Yy) =r(irt—P). 
Mittels der Gleichungen (2 und 3) lassen sich die Fälle, wo eins oder 


mehrere Argumente der Function f im zweiten Quadranten liegen, immer auf 
den Fall zurückführen, wo alle drei Argumente in den ersten Quadranten fallen. 
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4. 


Geschlossene Kette con sechs Functionswerthen. Die Formel für cosa, 
nach sin« aufgelöset, giebt 


ne az Di 2 2 
sına = cosacosß ! Y(cos’a — cos’y). 
Diese Gleichung fällt mit der dritten Definitionsformel zusammen, wenn dort 


statt a „PD 5, y . CC’ 


Pia Jr. 





gesetzt werden. Stellt man sich nun A ,Y als constant und nur «a als varıabel 


vor, so ıst 


dffa,ß,yJ=ada, 


df(ß „y,‚im— eo) = It—a)dir — a) , 





und, wenn man addırt, integrirt und die Constante dadurch bestimmt, dass man 


a = Ü setzt, und die Formel (1) anwendet: 








4) Ka, P,WHSPsysir—a)=enr(P+Yy— Im) — GrT— a)ae 


Ist der Werth von f(@. 5 ,y) bekannt, so lehrt diese Formel auch den 
Werth von f(? ,y,}m—a) kennen. Man behandle dann diese Function 
eben so wie die erste, und setze das Verfahren fort, so lange es die Functions- 
werthe für neue Gruppen von Argumenten giebt. Es wird sich zeigen, dass auf 
diese Art eine geschlossene sechsgliedrige Kette von Werthen entsteht. Wenn 
man nämlich « . ß ,y in den Defimitionsformeln durch ,y,im—a ersetzt, 
so gehen die dortigen a, db, e resp. nir—db,Ir—c,ir— a über. Wendet 
man nun den hierdurch ausgesprochenen allgemeinen Satz immer wieder auf die 


letzte Reihe von Argumenten und zugehörigen Abgeleiteten an, so erhält man 
ohne alle Rechnung folgende Tafel: 


7 ; P : y | a j b . C 
ß r y ‚Ina | ır—b „ ıInr—c „ In—a; 
y ‚inr—a, 5 | c j a ‚ıin—Pß; 
Ita , b ;„ In—c | Itr—a , 16) ‚„inr—y; 
b , in—c 5, a | Iin—ß , y : a s 
u OL s P gem", Zi, Ir—b; 
a : P a y | a A b : c 5 


eic. 








RR: 
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Man sieht hieraus, dass der siebente Functionswerth wieder mit dem er- 
sten zusammenfällt. Wenn man nun auf je zwei successive horizontale Zeilen 
dieser Tafel die Gleichung (4) anwendet und die so entstehende Kette von Re- 


lationen benutzt, um jeden neuen Functionswerth durch den ursprünglichen 


fta , ß , y) auszudrücken, so finden sich, ausser (4), noch folgende Formeln: 


5) fo sim—a,b)—fla, BP, )=G4r—P)b—aa, 

(6) far—a,b,;r—e)+fa,P,)=Pb—-Ar—a)a— (Ir—y)e, 
7.) fö,ım—c,a)—fa,P,=Gor—P)b—ye, 
8) far—c,a,P)+fla,Pıy)=3r(a+P— 3m) —- (r—y)e 


d. 


Dreigliedrige Kette. Man versuche nun, zwei entgegengesetzte Glieder 
dieser geschlossenen Kette zur Coincidenz zu bringen, so dass sie dann nur noch 
drei verschiedene Functionswerthe zählt. Ist Dies möglich, so wird die Gleichung 
(6) den wirklichen Werth von f(a , ß ,y) in endlicher Form geben. Soll dem- 


nach fUrm—a,d,.!m—c) mit f(a,ß,y) zusammenfallen, so müssen die 
mittlern Argumente b und 8 gleich sein. 


Aub=Pß folgt aber vermöge der zweiten Definitionsformel: 
sin? cos’A (sind? —co’a —co’y)—=0, 


und wenn man die speciellen Fälle ?=0 und ? = 4" von der Betrachtung 


ausschliesst : 
(9.) co?atco’B+co’y=1. 


Ist diese Gleichung erfüllt, so geben die erste und dritte der Definitionsformeln: 
azır—a ,„ c=in—y, 


und die Werthe f(a, ß,y)und für —a,b,:}t—e) fallen mithin wirklich 


zusammen. Aus (6) folgt nun, dass, wenn (9) besteht, 


(10) fa, ,W=i—-(ir— a? — (im—y)’)) 


ist. 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 3. 39 
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6. 


Anwendung auf rationale Argumente. Soll die Gleichung (9) durch 
rationale Bruchtheile des Kreis-Umfanges, mit Ausschluss des Quadranten, befrie- 


digt werden, so sind, abgesehen von Perimutationen, nur folgende zwei Lösungen 
möglich: 


a ei 
a=;nr ,„ Pes;t ,„ yzinr, 


I RER | 
undda=32r, f=}r ,„ y=ir. 


Die Anwendung von (10) auf die erste Lösung giebt: 


(11.) fur ,In,i)=o 


3 


2 
(12.) far, in,mM)=g 


3 


diejenige auf die zweite Lösung giebt: 





’ . nt? 
m SEr sur ,im)=g 
1 2_\ n’ 
(14) Jar sam mn 
. R 19 7? 


Bedient man sich der Gleichung (2), um in der Form (15) das letzte Ar- 
gument !r in sein Supplement 5 zu verwandeln, so ergiebt sich 





\ a 191? 
(16) für ie ie, 


was sogleich wird benutzt werden können. 


7. 


Die Formeln (13 und 16) geben den Fall, wo das eine äussere Argu- 


ment Im ıst, das andere aber doppelt so gross, als das mittlere. Um diesen 


Fall näher zu betrachten, setze man in den Definitionsformeln « = Iın,y=2ß. 
Dies giebt, nach gehöriger Reduction: 




















SE RRE BENDER NER TOAST ERRNE Ne 
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sin ö sindcosszm 


se= . = er . Fr 
er. V(sin?#?— 4) ” V(sin?# — cos?} 7) ' 








1 I a!in23 

-— ;$5ıN B 

cosb = *<— > — =cos?c. 
sin’#7— 4 


Der Ausdruck für c fällt, wie man sieht, mit dem für die dritte Abgeleitete der 
Function fi!m,!r, 8) zusammen. Wenn man also 8 als Variable ansieht, so 


S 
H 
@ 
= 
% 
' 
a 

3 

Bi 


hat man gleichzeitig: 
dfar ,ß, 29) =2cdß+cd2ß=4cdPß. 
dfar ,ınm,P)=cdß. 


Integrirt man Dies und erwägt, dass beide Functionswerthe zugleich mit c ver- 


schwinden, so erhält man: 


(17.) Jar , BP, 2) =A4flir ,!n,®). 


8. 


Rationale Argumente. Man wende die letzte Formel zuerst auf die 


Auswerthung von f(47 , ir, Ir) an. Die Gleichung (2) giebt 


gr 
T, 


S=(r,in , n)+far „in, In)=4 


die Gleichung (17) giebt, indem man $ = !r setzt, 


far sim, 2m)=4flir , im, im. 


Aus beiden Gleichungen folgt: 
rt? 


(18.) ar ‚inr,in= 30 ° 
Wenn man, zweitens, die Gleichung (17) mit (13 und 16) zusammenhiält, 


so ergeben sich die Werthe 








” 
(19.) far, 4m dr) = zo: 
} 191 7? 

(20.) far “ Im 5 sm) — 3600 ü 
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9. 


Ketten mit incommensurabeln Argumenten. Man wende endlich alle 


Gleichungen (4 bis 8) auf die Functionswerthe (18 und 19) an, und setze der 
Kürze wegen 


a 
cos2\=14, 


so dass die Function f(!r , Ir , Im) die Abgeleiteten 


und die Form f(ır ,„ 4 „ 3m) die Abgeleiteten 


erhält. Dies giebt folgende zwei Ketten ausgewertheter Functionen: 


Ser sur, m), 
far ‚Ir, W=—-ImM+!n\, 
IN, 21, = +rı\; 
der fünfte Functionswerth fällt mit dem dritten, der sechste mit dem zweiten zu- 


sammen. 


7? 


GT 37T, m) zn: 





- 53n: 
Sax R Ir . m Nenn—-im; 
| 4017? 
fir „ir—iı, Tr) tk, 
# ER U Aa nn 
far—ı,ir—ı, Tin th, 
Rn m 43n? 
Jar rs 5) 5th, f 
ä | 1917? 
far san sam) zen 


A ETETETT AE E EE EE > 


ERS 





ia m” le ni aan e u BE 
we ar: are ee a 
VE nn > 




















Bir 

f 

& 

3 

E 

® 
3 
we; 
4 
# 
& 
1 
* 
; 
$ 
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10. 


Verwandt mit ($. 7) ist der Fall, wo die äussern Argumente einander gleich 
sind und das mittlere doppelt so gross ist. Als Abgeleitete von f(a, 2«, a) 
findet man a,2a,a, wenn cosa = !sina : Y(sin?« —!) gesetzt wird. Das- 
selbe a ist aber auch die erste Abgeleitete von f(@ ‚ir ,im). Daher ist 


(21.) Ja ,2a,a) = 6f(a,in,!m). 
Setzt man a=$r „rt, so erhält man aus (19 und 20): 


2 


gt 
: 2 — —_— 
(22.) or ,in,m)= 600: 
1917? 
für , an, im): 


und indem man in der letzten Formel das mittlere Argument nach (3) durch sein 


Supplement ersetzt: 


117? 
(23.) Saar, ie, ı)= TR 





Die Functionswerthe (22 und 23) bilden eine zweigliedrige Kette; nach der Er- 
klärung ın (8. 3). 


11. 


Imaginäre Abgeleiteten. Wenn die Bedingung sin a sin y> cos ß nicht 
erfüllt wird, so hören die Abgeleiteten a, d,c der Function f(a , ß,y) auf, 
reelle Kreisbogen zu sein. Und wenn nur Y(sin?«sin’y — cos”ß) imaginär wird, 
die zwei andern Quadratwurzeln, welche in den Ausdrücken für cosa, cosb, cosc 
vorkommen, dagegen reell bleiben, so sind die Abgeleiteten reelle Logarithmen, 
multiplicirt mit dem Factor Y—1. Indem wir nun diesen Fall betrachten und 
überdiess noch ?+y = 47 annehmen, lassen wir im Werthe der Function den 


Factor 3Y— 1 weg. Dies giebt 
rk, 


i p=M 





wo a >y sein soll. 
Theilt man, um ein Beispiel von solchen Functionen zu geben, den Qua- 
dranten in 47 und }r ab, so gehören hieher folgende aus (17 und 21) sich erge- 


bende Formeln: 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 3, 40 
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San an ,am) = fa ‚an sam) = afGn san, am). 


Man kann sie direct verificiren, indem man alle Integrale auf die Form 
Jlogsinx.dx oder flogeos&.da, und die Bogen immer in das erste Sechstel 
des Halbkreises zu verlegen sucht. Ich bemerke hiezu, dass der bekannten 


Formel 


‚1 
RL f 
Jiog sina.d& = — }nlog2 


noch die andre 
Il 


2 Slog(2 sinaz)da +3 Jiog (2cosa)dx = 0 


zur Seite steht. Ob für eine der drei obigen Gruppen von Argumenten ein 
schliesslicher Functionswerth existirt, hangt also davon ab, ob das bestimmte In- 
tegral Slogsina.daz für O0 <a! einen schliesslichen Ausdruck hat, oder 
nicht. Die Nicht-Existenz ist wahrscheinlicher, und ich glaube überhaupt, dass in 
der gegenwärtigen Betrachtung die Fälle erschöpft sind, wo die Function / (a, ß,y) 
einen schliesslichen Ausdruck ihres Werths gestattet. Solcher negativer Be- 
hauptungen lassen sich freilich in der Mathematik viele aufstellen; aber die Be- 


weise davon werden lange vergeblich gesucht werden. 


12. 


Schlussbemerkung. Die hier betrachtete Function geht aus einer allge- 
meinern hervor, indem man von ihren sechs Argumenten drei dem Quadranten 
gleich setzt; und diese Gattung von Functionen ist wiederum in einer Classe eni- 
halten, in welcher eine Function überhaupt !n (n— 1) Argumente hat und alle 
Abgeleiteten ähnliche Functionen von einer niedrigern Gattung mit bloss 
ı(n — 2)(n — 3) Argumenten sind. In allen Gattungen giebt es einige Gruppen 
von rationalen Argumenten, für welche der Werth der Function mit einer Po- 
tenz von m commensurabel ist. Es ist mir aber noch nicht gelungen, die betref- 


fenden Integralformeln mit den gewöhnlichen Hülfsmitteln zu beweisen. 


Bern, den 12. März 1852. 
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18. 


Observationes quaedam in theoria numerorum. 
(Auct. Dr. E. Meissel, Berol.) 


Il» tomo IX. hujus diarıi Cl.®i Moebdiu exstat commentatio inscripta. 


„Ueber eine besondere Art der Umkehrung von Reihen. Qua commentatione 
commotus quum serierum reversionem accuratius examinassem, ad novas quasdam 
formulas in theoriam numerorum radices agentes perveni, quas breviter exponere 


in sequenti commentatione propositum miıhı est. 


yı 


Sı per a, designemus valorum quempiam —1, +1; 0, prout numerus % 
aut ex impari aut ex pari numero divisorum inter se diversorum primorum con- 
sistat; aut per quadratum divisibilis sit; ex aequatione 


FREE m 


Eu { en 4 a 2 4 EN u Pr 
EEE TE DEREN an u urn an u Le 
2 5 x € REDEN a are Be 


n 
sl $ 
sequitur 
s=® 4 F(s«) 
2 “{ $ r 


si s”" 


ut Cl. Moebius loco supra citato demonstraverat. Inter quantitates ıllas a,, @,, 


Ay, ... a, Telatio linearis exsistit, ad quam hoc modo facile pervenimus. Ex for- 
mula nota: 


sa» 


ıcot(yka) = 3 sin (sk x) 


s= 


fluit, sı utrimque summationem ralione ipsius A inter lmitek=letk=n ı- 
stituamus: 


(1.) = cot (}kx) = sınx + 2sın 2x + 2sın3xX + ..... + b„sin mxz-+H- -:--- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIIl. Heft 4, 41 
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In dextera ejus aequationis parte co@fficiens generalis 5, indicat, quot numeri 


inter I et n numerum zm metiantur. Si formulam (1.) utrimque multiplice- 
mus per 


# 
„sin mx de, 
deinde integrationem inter = 0 et = instituamus, sequitur: 
1 'r n 
” PER: . kai x N 
(2.) 6, = [sinmxde. > cot(zkxr). 
R “) 


Instituta summatione omniıum quantitatum b„ inter limites n=1letm=m 


- 


eruitur: 


E Bir sin mx sin (' 1 n 
(3.) Om 4] = da > cot (kx). 


Si cum Ill’, Legendre per E(«) denotemus maximum ipsius « numerum inte- 


grum, ex proprietate supra commemorata quantitatis d,, demonstratur esse: 


rn 


(4.) — m = E(m)+ E(im) + E(im) + «---- +E (7) 


Comparatis igitur inter sese aequationibus (3, et 4.), erit: 





2 (":” sinmz sin(m +1) x 5 = m 
un > ————— Fe. de . > » — hy ’ _— we 
| 2 dx nr cot(k x) = "(7 ’ 


0 


vel, si in ea formula loco n ponamus n— 1 et a praecedente aequatione subtra- 
hamus: 


sinz 





2 (""sinmz sin(m + 1 
(5.) = f un. an JE a == E(*). 
7 n 


u) 


Ex aequatione 


sa 


= sinsx = lcot!x 
s=l 


eruitur secundum formulam Cl.mi Moebit: 


k=2 


2sin2x= = Na,cotkx, 
=} 


qua formula multiplicata utrimque per 


2 sinmesin(m +1) x 


ra dx i 


st sinz 
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institutaque integratione inter =0 et @=}1, dextera aequationis superioris 


Zu, E EN )- 


n 
4 2 sin mz sin (m + 1) 
— Jsın2 x dz; 


sin £ 


pars virtute formulae (5.) abit in: 


Sinistra pars 





0 


quum pro omnı numero integro m unitati aequalıs sit, habebimus: 
I >a8(,)- 


Quum porro expressio E(?) abeat in cyphram, sı pro k ponamus numerum nu- 


mero zn majorem, summatio in dextera praecedentis aequationis parte restring| 


potest inter limites k=1 et k = m; unde concluditur fore: 


6) 1= 0 Em) + Ehm)+ Em) +. +0,E(®) 


quae est relatio supra commemorata linearis inter quantitates a), @,, Ay, + - q 


m’ 


$. 2. 


De serie guadam generalı, cujus termini siıgno E affecti sınt, 

Sı per (x px) functionem symmetricam quantitatum x et px) designe- 
mus; functio ipsius x „gp(x)” determinata ex aequatione (apa) =(, gene- 
raliter proprietate gaudebit, ut sit pp(x) = x. Posito functionem $ (x) huie 


conditioni satisfacere, proponimus seriem: 
(1.) F(s)= Egl+Ey2-+ Ey3....- +FEys, 


ubi Y(x&) crescente argumenti x valore decrescat. Exsistere tum theorema addı- 


tıionis functionum F demonstrabimus sequens: 


F()+FEys=F»)+sEys. 


Fluit enim ex formula (1.), si @ denotet numerum integrum, numero s ınferiorem: 


(2) FKs)= Fa) + Epyla+1)+ Epla+2)+..- + Eys. 
41* 
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Valorem ipsius numeri « ita propius determinemus ut sit: 
Ey(a)=u ; Eyla+l)=u—l. 


Ex systemate aequationum indeterminatarum numero (k +1): 





a—l= Ey(a+1l), Ep(a+2), ----- Ey(a-+X\,) 
a—2= Epy(a+Nh,+1), Epla+i,+2),----- Eypla+h th) 
a—3= Ey(lat+htat),Eplat+ıt+ +2)... Eplatıt+ist3;) 

3.) ( A u Es 
\ a—ı = Epla+t+ı,tkt---- +41 t+D; ----- Eyla+ 1, +2+...+32;) 

etc 

I+Eys=u—hm creme Eyla+tkıtiat----- +3,) 
Ey = u — k—1= Epylatkıtist ----- tl), Eypls—1), Eps, 
perspicitur quantitatum Epy(a+1l) ,„ Ey(la+2), ----- Eys}, esse aequales nu- 


mero (4 —1); 7, aequales (u — 2); etc. 7, aequales (u — k); (s—a— 1 — —..— 24) 
aequales numero (u—k—1= Eys; quare patet aequationem (2.) hanc in- 
duere forınam: 
(4.) F(s) = Fa) +(u— Du + (u 2). +lu 3); + ----- 
+ u — My+lu—k—1)Is-—a-hh—.—ır. 


Eruitur vero ex aequationibus sımultaneıs: 
Ey(a)=u :;: Eyla+l)=u—]| 


quantitatem p(a) vel aequalem vel majorem esse numero «, quantitatem y(a+l) 
aulem numero «ı minorem; sive numerum a vel aequalem esse quantitati p(4); 
vel ea minorem, numerum vero (@-++1) quantitate (4) esse majorem; unde 
dijudicatur numerum a maximum esse integrum ipsius g(4); vel secundum 


nostram significationem: 


a= Ey(u). 
Sımili modo ex systemate aequalionum simultanearum (cfr. (3.)): 


Eygla+,)= u—]; EKka+ u + l))=u—2, 
Eylat+ı,+h)=u—2; EHlat+ıh ta t+l)=u—3, 


etc. 














k 
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Eglat+htht +2) = u—i;, Eglathtat +4, +1) = u—i—1 


etc, 


concluditur fore: 
a+h=Egylu—]) 


a+ıht%= Ey(u— 2) 
etc. 
a+htrt.... 1, = Egplu- ı) 


etc. 


Substitutis ex ıllis aequationibus quantitatum 4 et a valoribus in aequationem (4.), 


erit: 
(5.) F()= FKa)+la— N) Epgla—1)— Egat + (u—2) Eylu—2)— Eylu—1)} 
+ ..... — (u—k  Ey(u—k)- Eg(l+u—k)YH(u—k— 1) s- Ey (u—k)} 
= F(a)— uEyu+ Ega+ Eyla—l) +... + Eg(u—k)+s(u—k—]). 


Quum porro sit, virtute formulae (1.): 
Eyga+ Eg(u—-D)+.---- + Ey(u —k) = F(u) -— F(u—k—1) 


ex (5.) habebimus: 


IKs) = Ka)—- uEga + F(u)— FKu-k-D+s(u-k-)): 


vel quum sıt 
u— k—1l= Ey(s) ., a= Ey(u): 

(6.) F(s)+ FEy(s) = FEy(u) — uEg(u) + F(u) + sEg (5). 
Crescente in ea aequatione numero indefinito « in infinitum, quum evanescat 
Egy(& ), simulque FEy(& ); quumque uEg(u) pro u= %& abeat in cyphram, 
erit ex aeqnatione (6.): 

(7.) F(s)+ FEy(s) = F@)+sEy(s); q. e. d. 


Designante quantitate „ radicem aequationis 


gM)=n 


ex formula (7.) facıle probatur esse: 


(8.) F(») = 2FE, _ (En). 
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Exemplum: Sitgp(s) + - . 


tum erit p(a) functio ipsius a decrescens, crescente argumente x valore, quae 
satisfacit condition gy(x) = x. Scribamus porro loco F(s); &(n, s), quum 
summa £(n, s) et a quantitate s et @ parametro n pendeat. Fluunt ex (7. et 
8.) formulae sequentes: 


n i # n . 
(7..) :(n,5)+t(n,E?) = &(n,2)+sE(*) . 
(8,.) n,2) = 2£(n, EVn)—-(E Vn)? ; 
vel quum £(n, & ) aequalıs sit quantitati &(n, n): 
‚m i “ N " 
(4) C(n, s) +:(n,2 ‘) = Sn, n) + sE(?) 
(8,.) &(n,n) = 2:(n, EYn) — (EYn)”. 


Differentia £(n, s)—£(n—1, s) indicat quot numeri ab 1 usque ad s incl., nu- 


merum n metiantur, unde e. g. sequilur, radices aequationis 
t(p,P=2+r:ip-1Lp-]1) 


numeros esse prımos. 


Sıumma 


. \ ’ n N 
n,n)=En+E(!n)+ --.. + £(%), 


quum quantitate numero rn minore a quantitate 


abhorreat, si per # numerum unitate inferiorem designemus, erit: 


1 
An,n)=n (1 +!+... +,) — +n, eodemque modo: 


1 
(n, EYn) = n(1+14+ a +50)” ER 


Quibus expressionibus substitutis in (8,.), institutaque divisione per numerum n, 


qui infinite magnus fiat, habebimus: 
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ubi 9“ unitate inferior est. Facıile ex ea formula intelligitur expressionem 
1 
1 Pit... +2: 


crescente valore numeri r in infinitum, logarıthmica ratione ipsam infınıtiam fıerı. 


De functione S(r, s) etiam exsistit theorema sequens curiosum sed inu- 


tile, cujus demonstratio satis facile contingit. Si ponamus 


; fn, s)= d(2n, 25)— En, s) erit: 

| - n n 

E n,s)=S)sE[:+ + )s— Ef! un. 
1 In, s)=/ s ( Ir E_? 2 14." Be ı) 








25: — 


$. 3. 


De relatione generali in serierum reversione. 
Sit ab(x) functio ipsius x continua, cujus differentiale ratione ipsius © 
sumptum sit positivum. Sit porro, salva generalitate, ab(1) = 1. Ham functio- 


nem, quae opposita sit functioni x), designemus per „rev”, ıta ut exsistant aequa- 





tiones simultaneae: 
revab(@) = abrev(a)=.x. 


Reversio serieı ınfınıtae 


(1) fa@)=gylaEdbl)+Yyl@Edb2) +Yy(aEdlb3)-+..... 


praebeat hanc evolutionem: 


(2) Ya) = Bl) fa) +0) fl2a2)+PB)/Br)-+..... 


ıubı perspicuum est functionem D pendere tantum a natura functionis ı). 


bus constitutis, si loco functionis p(w) ponamus sin (u), erit: 


Qur- 


(1.) f@) = sin (wExbl) + sin (& Erb2) + sin (a Enb3) + ..... 
(2,) sin(&) = @ll)f(a) + Bl2)f22) + B)/3R)+..... 


Ex aequatione (a.) eruitur: 


S(kz) = sin (ka Erbl) + sin (kx Erb2) + sin(k@Erb3) + ..... 
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Posito pro 4 omnıbus numeris integris inter 1 et z, institutaque deinde summa- 


tione omnium earum aequalionum, fit: 


(3.) sc x) = c, sin (X) + sin (2%) + .....+c„sin(m&X)-+# ..... 


ubı exsistit inter coefficientes ce relatio: 


(4) =Zc,= Erevm+ ErevE3m-+..+ ErevE, 
1 


Ad demonstrandam eam relationem, observo functionem ab(z) ipsam cres- 
cere, cerescente argument x valore, quum differentiale ipsius ab(&) semper sit 
positivum. Si igitur praesto sint aequationes 


Erb(k)< u : Eil(k+-1l)>a, 


in quibus % denotet numerum integrum, erit: 


Ik) SZ Ela) ; b(k+M) > Ela) 
vel 
kZrevE(a) ; k+1> rev E(a) 
ideoque 


(4..) k = ErevE(a). 


Deterininemus nunc nr numeros Ä,, Äa, ....k, ıta, ut satisfacıant conditionibus 
sequentibus: 


(5.) Ed(k)<m ; Edb(ll+k)>m, 
2E\J(k,) Sm; 2 Erb(1-+%k)>m, 
eic. 


nEx(k)<£m ; nEd(il+k)>m, 
tum ope relationis (4,) pro numerorum kyj. kyy .....%k, valorıbus eruimus: 


* Y h Mm 
(6) k, = Erevm; k=ErevEim; ..k= ErevE7 i 


Sequitur vero ex aequatione (1,): 
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'f(&) = sin (e«Erxbl) + sin («Edb2) +... + sin (@Erbk,) + sin («Ew(l1+A,))+.. 

(2x) = sin(2# Eibl)+sin(2x. Erb2)+ .. + sin(20 Erbk,)+ sin (2a Erb(1+,))-+... 

3x) = sind El) +sin&xcErb2)+...+ sin(3x Erbk,) + sin Ba Erb(1+%;))+... 
elc. 


nz)= sin(naFrbl)+sin(naEab2) +... + sin(aa@ Erbk,)+sin(na Erb(1+4,))+... 


Quarum aequationum in prıma occurrunt k,, ın secunda k,, in tertıa k,, ete. in 
n‘ k, sinus, quorum argumenta non sint majora quantitate mx, ut perspicitur ex 
aequationibus (5). Si igitur in summatione superiorum 2 aequationum signum 
> tantum extendamus ad omues sinus, quorum argumenta non majora sint quan- 


titate mx, ex comparatione cum formula (3) invenimus, summam ıllam esse 


m 


“\ “ . 
> c,, vel ut antea vidimus: 





4 ı 

| = (kh+tk+..... + %,) 

E Substitutis igitur ex formula (6) loco quantitatum kı, Ars ..... k„ valores 
ü m ! m 

Erevm ; Erev E; ....ErevE-, sequitur: 





m 


n m m 
Sc,= Erevm+ ErvEz+....+ErevE-; 


AN PEHENGRERE, 





quae est relatio data in formula (4). 
Sı aequationem (3) multiplicemus utrimque per 
2 


sin madz, 


4 


deinde instituamus integrationem inter =0etxc=m, eruimus: 


2 ” n 
„=  fünmzda& fa) . 
0 


sive instituta omnium quantitatum c,„ summatione interm=1letm= m: 





Ir 

m 4 ’ sinmzsin(m + 1)x - 

u... = "dx.2 f(2k x) 
0 


Comparatis inter sese formulis (4 et 7) sponte sequitur: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 4. 42 








310 18. Meissel, in theoria numerorum. 


ehe da.2f(2ka) 


. m 
5 ErevE— — 
= Ereväi- = - 
1 E k sinz 


’ 


4 f* mzsin(m +1) 2 
0 


vel posito z» —1 loco n, institutaque subtractione @ formula praecedente, habe- 
bitur: 


st sinz 
u) 


| 4 (sinmzsi Dz 
(8.) ErvE- = f PM ui: 


Substituto ın aequatione (2,) 2x pro x; multiplicato deinde per 


nz tan 4. Be 


dx 
st sınz 4 


* 


institutaque integratione inter limites = 0 et x = !z, virtute formulae (8) se- 
quitur: 


yon 
4 f  sin2x=sinmzsin(m +1) x | | 
| se de = »(l) Erevm+ß(2) Erev Elm 


+ (3) ErevE!m-+...., 
sive, quum sinistra hujus aequationis pars unıtatı aequalıs sit: 
1= o(l) Erevm+ ©(2) Erev Eim + ©(3) ErevEim-+...., 


a) y m . . . . y mM 
FEvanescente vero #& y k numero m major sit, ideoque abeunte ErevE; 
Lı 


in cyphram pro omnibus ipsius k valorıbus numerum m excedentibus, series in- 
finita in dextera superioris aequationis parte (m + 1)! termino negligi potest et 


relatıo supra data scribitur: 


9.) 1= 0(l) Erevm+ B(2) Erev Eim+ .....+ D(m)Erev En. 


$. 4. 


- 


Applicatıo formulae nonae artıculi praecedentis ad demonstrandum 
!heorema quoddam de numeris prımıs. 
Ponimus in articulo praecedente pro functione ipsius n, „ıb(r)” numerum 


prımum ztum. Erıt ıgıtur e. g. 


vHD=l;, vV)=2; JO)=3; YA)=5; JVO)=7; etc 








ne 
a el Sa a = SM 





N 
Ye 
$ 
r B 
t E 
et SE 
5 a. 
ki 
pe 
i 
.. 
Bi 
2 
Ye 
R 
B, 
Bi 
' Er. 
Le: 
BD. . 
Pr 
N 3% 
# 
® 
Er 
ER 
H 
' 
5 
% 
*s 


N EN AR A TEENS 
a ER ANER 
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Denotat tum signum ‚Krev (m), quot numeri primi in serie numerorum natura- 


lium ab 1 usque ad m incl. siti sin. Ad usum formulae (9) art. praec. consi- 


deremus jam propius indolem functionis ®. Si detur series 
(1) Fa)=yla)+y2a)+y(3R)+...+y(pa)+....= Ep(p 2), 


ubı summatıo in omnes ipsius p valores primos extendatur, erit vice versa: 


s=o 
%\’ 


(2) (x) = all) Flx) + O2) F(2x) HD) FBRr)+.... = 20 (s) F(sx). 


Ex formula (2) concluditur fore: 


y(pa) = > ‘s)F(sp&), 


sl 
vel ınstituta summatione ratione omnium numerorum primorum p: 


p pP S=» 


Zy(px) =2 < D(s)F(spx) 
sive ope formulae (1): 
(2,.) F(x) =: EX; (s)F(spz»). 


Dexteram ejus aequationis partem secundum functiones „F” multiplorum ipsius 


x hoc modo evolvere licet: 
Al) F&)+A(l2)FR2x)HAB)FBR) +... +A(M)F(Mx)-+...., 
quae evolutio identica cum F(x) non erit, nisi ponamus: 
2.) AD=1 ,, XA2))=0 ,„ Xd)=0,..... XAN)=V®. 


Ad determinandum co£fficientem ipsius F(M x), „X (M)”, necesse est, ut pona- 
mus in dextera aequationis (2,) parte sp = M. Inventis tum omnibus numeris 


primis p, qui numerum M metiantur, ut e.g. 1, p,, P2, ?m, habebimus pro nu- 


meris s: 
M M M M 


2 b) p . rei 


Quum vero coefficiens Ä(M) sit summa omnium ®(s), concluditur fore: 


(3) X(M) = ®(M) +() + o(7)+ = + >(5) 0, 


42* 
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ubi 1, p,, P2; *** ?m Omnes sunt numeri primi, qui numerum M metiantur; sive 
quod convenit ın idem, ubi numerus M hoc modo ope divisorum primorum 


Pi» Pa» ** Pm formarı potest: 


N, Nm 


(3,.) M= m BT Pm i 
Porro quum sit {cfr. (2,.)+ X(1) = 1, ideoque @(l) =1, erit virtute formulae 
3.) Pp)+PAl)=0, vel@(p,) = — 1; eodem modo habebimus aequationem 


olp" )+ o(7"") zu 9: 5 Tome ol 4) = — a ? itaque ex inductione 
o(p" ) u 1m (2, ") = (- 1)". Si inductionis viam longius persequamur, 


eruimus paullatim: 


RE © € WR N RE | 
oe) nen rg) ui 1 
. ..» 1* + rt „0. ’ e- 


* 
.. 
-— 


vel designato producto secundum Cl.mum Gauss 1.2.3 ... n per II(n): 


N, N, II(n, + n;) 8 
oly) P2 ) . I IIn (— Ir + .; 





nn nn, II(n, +n,+N3) 
ol Pı Pa pP») es In Tim. IIn; 
1 2 


(— 17”: +na+n3 . 


etc, et generaliter: 


) (— 1yrı +”2 + +7 


N, m) Il(n, + ut -.... + Nn 
IIn, Ilnz ..... IIn,. 


n, 2 
(4) pr ppm 


Justitia formulae (4.) facıle probarı potest a posteriori, substituta dextera ejus 


parte.ın relationem (3.). Fit enım secundum formulam (4): 


M Nn—1 9, Nm II (n —1 tn#t..... + Nm) ern 
pl di &D Kin, Bl Keine An AR i 1 na+ .. m 
> ( r P sie ) In, -—D Un, ..... IIn,. ( ) 
LEI igge nı Ha +n Fe Mm). TRETEN 
N t+n+ ..... + Nın IIn, IIn, ..... Inn | 


ex indole functionum 7/7. Eruimus igitur 


o( = — nr D(M), 
ı 


n, + N, ..... —+ Nın 








Ba a 


$D | 1 TEE FR a Be DE Mei Er u RR s | 
(M) N, + Ng + + + Nm N; + Nz + ... + Nm N, + N, + + Rın 











185. Meissel, in theoria numerorum. 313 





M n; 
D (= m ——, 98 
P5 N tn +... + N (M) 
etc. 
M n 
D (—) u u D 
Prn N] +N, t+..t Na (M) : 


Substitutis pro sinistris earum aequationum partibus, dextris in relationem (3), 


erit identice: 


N, N, & N Nm Zu 0, 


’ 


Functione ® ıta rite determinata, sequens theorema de numeris primis exstabit: 


Sı denotemus signo Erev (m) = ”(m), quot numeri primi in serie nu- 
mererum naturalium ab 1 nsque ad m incl. sitı sint; sı porro per 


n, N, u . : Il(n —+-N +..4Nn) 
Olpı Pi ....Pm) designemus functionem 77, Im re er 
1 Zoo... ZZ 








enuntiare licet formulam sequentem (cfr. form. (9) art. praec.) 


(4,) 1= @(1)#(m)+0@2)3 Elm +0ß)9 Eim+....+0(m)$E-.. 


Veritatem ejus formulae ipso calceulo probabimus in casu speciali 


m=%23. 


dd) =+1 | 9EB=-95=-1W | 1145 =+W 
DQ) =—-1 9ER =9R2=-6 72 9R2-—-6 
23) =—-1 | 9ER =98 =-5 , 0398 --5 
DA) = +1 | HE =96 =4 7° DMI = +4 
265) =-1l1| 3ER =05 =4 | 059 =--4 
DB) =+2 9ER = =-3 | DI =-+6 


DI) -—I1 4 E?% -93 =3 » IDI’93 =—-3 
De Ferrari 3 


| 

| 
D(9) =+1 | EP =92 =2 192 =+2 
D(W)= +2 YVES =92 =2 01092 = +4 
oil) =—1 | 9E# =92 =2 0192 -—2 
opA13)=—-3 | HEZ3 =91 =1 10292 =-6 


PAB)=—1 | YES =91 =1 | DBI1 =-I 
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?(14)= +2 
?2(15)= +2 
o(16)= +1 
1) =—1 
D(18) = — 3 
1) =—1 
22V) = — 3 
o(21)= +2 
20(22)= +2 
2(23)=—1 
2(24)= +4 


23) = +1 


Nota. 


pa) = v(l) Flx) +22) F(2a) HB) FBr)+.. = zo (s)F(sx) 


prodire : 


e 
F(2) = ya) HFYy(2R) HYyFER)+YylSR) +... +ylprX)+..=Zg(pr) 


”E2 
9 E% 
+ ER} 
Vu Dr: 
u EN, 
FE 
+E3 
7 E} 
u E5 
3%; 
u E3; 


+ E32 


Ex reversione seriei: 


iterum observare mıhı vısum est. 


Berol. 1850. 


l=1 
l=! 
l=1 


- #l=]1 
-Vl=]1 


I 


I 


-l= 


l=1 
Fl = ! 


-— Il=| 


Yl=1 
+1 = 


u je 
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o14Y91= +2 
59 1l1= +2 
o16Y1= +1 
o794l=—I1 
o1891=—3 
o1991=— 1 
20941 = — 3 
9219l=+2 
22291= +2 
2391 =— 1 
22491l= +4 
Bl Hl 


Summa = +1. 


Appendix ad: Observationes q. in th. num. 


J. Demonstratio rıgorosa formulae (8). 


Sı ponamus 


sequitur ex indole functionis 9, quum sit En 


(1.) 
(2.) 





n=y(n) >» 


pe 
yEnZn: 


go(l+En<n. 


u ®_ 
—=N% 


1+En>n 











er 
a 
Be 
Si 
5 
= 
Ri 
rn 
5 
4 
9 
® 
Br 
= 
: 
= 
1 & 
2 


RETTET 
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Fit porro 
(3.) EgEn=a+Eh,, 


ubi @8 denotet numerum integrum positivum, exclusa cyphra (quam statuendo 
pro @# Ipso intuito justitia formulae nostrae apparet), assumendo po 238 numero- 
rum quempiam ab 1 incl. usque ad @ incl., quum sit virtute formulae (3): 
$En=Za+En, erit a fortiori: 
(4.) $En ZZ m+ Ei, quumque ex relatione (2), 


(5.) p (m + En) 0 1I+E 7 


habebuntur ex (4 et 5) relationes: 


(4,.) En = o(m-+ En), 
(9,.) 1+En>y(m-+En), 


unde fluit ex indole characteristicae E: 
(6.) Ey(m+E»)=En ; Jazm2Zl!. 
Si ponamus in formula (7) locı citatı, 


s—= En eruitur 
FEn+F(a+E,))=F(»)+En(la+KEn). 
Quum vero F(a+ Ey) = FE +Ey(1+En)+..+Ey(a+ En) 


—= FE,+ ZEy (m+ En), sequitur 
2FE,+ & Ey(m +E,)= F(&)+ (En”’+akı, 
vel applicando formulam (6), quum sit 


=Ey(m+ En) en =En = aEn: 


(8.) 2FEn„=F(»)+(En); 


quae est relatio loco citato proposita. 
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Il. Eztensio formulae (7) in functiones quaslibet. 


Nota: Sit f(x) functio quaepiam ıpsius & continua, quae crescat, ipso & 
crescente; sıt porro 


frevrx=tvfc=-x et 
EflI+Ef2+.... + E/n= f(n), 
Erevl+ Erev2+...+ Erev(2) = y(n), 
demonstratur esse: 
F(m) +9 E/(m) = F(&)+mE/m, 
p(m) + F Erev (m) = y(& )+mErevm , 


unde concluditur forre ya)= Fl). 


Berol. mense Mart. 1853. 
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19. 


Zur Theorie der Tautochronen. 


(Von Herrn Dr. phil. Meissel in Berlin.) 


Laplace beschäftigt sich in seiner „Mecanique edleste” mit den Curven, 
welche die Eigenthümlichkeit haben, dass ein materieller Punct, welcher von ei- 
nem beliebigen ihrer Puncte ohne Anfangsgeschwindigkeit ausgeht, dieselbe con- 
stante Zeit gebraucht, um zu ihrem tiefsten Puncte zu gelangen. Er nimmt bei 
der Auflösung Rücksicht auf eine constante Schwerkraft und einen Luftwider- 
stand, welcher eine ganze Function zweiter Ordnung von der Geschwindigkeit 
ist. Es lässt sich dieses Problem noch vollständig auflösen, wenn man auch noch 
die Reibung des Punctes gegen die Curve berücksichtigt. 

Ich habe die Gestalt der Tautochrone gesucht, unter der Voraussetzung, 
dass der materielle Punct eine volle Schwingung in constanter Zeit vollenden soll; 
und bin dabei auf eine interessant scheinende Umformung der Bedingungsglei- 
chung gestossen, welche ich weiter unten mittheilen werde. 

Zuerst aber will ich die Verallgemeinerung eines Problems geben, welches 
Abel für eine constante Schwerkraft gelöset hat. Er sucht nämlich die Gestalt 
der Curven, bei welcher eine halbe Oscillationsdauer eine gegebene Function 
von der Fallhöhe ist. (Man vergleiche: Oeueres completes de N. H. Abel, 
tom. 1. pag. 27. „HResolution d’un probleme mecanique.') 

Es sei in (Fig.1. Taf. II) Cein anziehendes festes Centrum, welches in der 


Entfernung der Einheit einen gewissen materiellen Punct mit der Kraft = «a an- 
zieh. ADBE sei eine gewisse Curve, auf welcher sich von A aus mit der An- 
fangsgeschwindigkeit = Null ein materieller Punct zufolge der Einwirkungen des 
festen Centrums bewegt. Es sei die kürzeste Verbindungslinie von Curve und 
Centrum BC=k AC=a.CD=r, Wink. BCD= y. Dann ist die Bewe- 


gungsdauer des Punctes zwischen A und B: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 4, 43 
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(1.) T Be: du 



















h 


Aus dieser Gleichung soll, dem Abelschen Problem entsprechend, so 
als Function von r ausgedrückt werden, dass 7 eine gegebene Function von a 


nämlich: 
(1°.) T= 5, fa) 
ist; d.h. es soll die Gleichung: 
“Mırr() 4; 
“ yß-1] | 


(2.) 





erfüllt werden. 


Man setze: 
l F 
(2°) vIı+r(4 2), ler 1 


in (2). Dies giebt: 
er a—k 
Br Fir) dr ’ F(u+ k)du 
(3.) ra =1J- V(r -k).V(a—r) fir Vla—k—u) 
a—k=w, so wird: 


(4.) I(k +u) = fen = [FR + sin’) . 
0 





Es seı 


Yu.Y(o — u) 


wo w ganz willkürlich ıst. 
Man differentiire die Gleichung (4) zweimal nach w und setze, nach er- 
folgter Differentiation, » = 0, so erhält man: 


(3.) f(k) = P° 1 Join, dn 
0 
d. h,, da nach der Bezeichnung von Gauss 


%l,, 
2 II2n - 
n.,dy =!r: 1st: 
fin n.aun „rt 4”(IIn)® 


0 


(6) P%) = 1a ur FW) 


PORT 





4 
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ER 
4 
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Hieraus folgt: 
RN) _ 2 Arm 
m a ne, 








oder, indem man zwischen n=0 und n=a auf alle ganzen n die Summation 








ausdehnt: 
"F"(k 2 II cd 
>: IIn T. = 3 172, (Au) FW 
d.h.: 
R 2 „li 
(7.) Flk +0) = 22775, 40) Ch), 


oder, wenn man w = 4x setzt: 


2 u: 
a mn M. 


Es zeigt sich, dass sich die Seite rechts durch ein bestimmtes Integral 


(7°.) F(k+!x) = 


ausdrücken Jässt, nämlich: 


2 IIn ER a | 
Sn), fi p. (ik + 4x sin’p) + tr sin’yp. f(k + tz sın’y)] dp; 
e 


wie sich dies am bequemsten a posteriori durch Entwickelung nach Potenzen von 
x ergiebt. Nach Einführung der eben aufgestellten Gleichung (7°) erhält man 


schliesslich, indem man 4x statt x setzt: 


(8) InF(k+x) - / [sin p.f(k+ asin’p) +2xsin’p.f(k + a sin’p)| dp. 


Aus (2°) lässt sich mit Hülfe dieser Gleichung der polare Winkel durch 
r durch Quadratur finden. Setzt man z.B. 7 constant, d.h. sucht man die Tau- 
tochronen für eine nach dem Newton'schen Gesetze wirkende Schwerkraft, so 
erhält man leicht für die Gleichung dieser Curve: 


2akT’ 1 
Be; = Prir dr. 
r— kr r? ’ 


wogegen sich die entsprechende Brachistochrone durch elliptische Functionen 





folgendermassen darstellen lässt: 


Pr dry), Flame) iin 
ve r(a—k)—k’a—r) " 


43* 
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Es werde jetzt das analytisch interessante Problem gestellt, eine Curve CDE 2 








(Fig. 2) so zu bestimmen, dass ein materieller Punct unter dem Einflusse einer z 
constanten Schwerkraft und eines Luftwiderstandes, welcher dem Quadrate der 4 
Geschwindigkeit proportional ist, auf ihr eine volle Schwingungs- Amplitude in 
einer von der Grösse der Amplitude unabhängigen Zeit macht. 

Es sei D der tiefste Punct der Curve, AB die Richtung der Schwerkraft 
und die Axe der Abscisse x, welche von D nach B gezählt werden. Die Bogen- 
Amplitude CD sei eine willkürliche Grösse a, die Bogen- Amplitude ED seı 


gleich 5, welche der materielle Punct in der zweiten Hälfte der Schwingungsdauer 





ansteigend zu durchlaufen hat. 


Die Bewegungsgleichung des materiellen Punctes ist, wenn s einen von 


DE 


pn 1 2 Bd a he RN a 


D nach € positiv gezählten Bogen bedeutet, und A den Widerstandsfactor aus- | 
drückt: 


2, e_ (zo 
arts een 


Hieraus folgt: 


d En 
(9,) = —V25."V (fear), 


oder es ist die Zeit des Falles bis zum tiefsten Puncte der Curve: 


a 


(10.) Tr 


\ 


“) 


1 | e’sds 
BE) nn‘ 
V*E), Verde) 
Die Geschwindigkeit ın diesem Puncte ist 
(10°.) V=YV2s V Ser. x). 
0 


Unter Berücksichtigung der symmetrischen Lage beider Curvenzweige zur 


Axe der x ergiebt sich für die Zeit des Ansteigens in der zweiten Hälfte der 





Schwingungsdauer: 


h 


1 e’s ds 
1) fe 
V2g „ V(Jer*az) 


0 


und für die Geschwindigkeit 7, die in D nöthig ist, damit der materielle Punct 


eine Amplitude b erreicht: 











BEERETERE REBEL TERN EN RTEET RE 
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y h 
(11°,) V = Y2g) (Se" de). 


Setzt man nun 7, + 75, die Zeit der vollen Schwingung, = 7 und benutzt die 
vier letzten Gleichungen, so erhält man: 





eds "® e'sds 
(12.) Ty2 - 7 & ——m— zu ont, 
5 V (Ver BR , y (Sesda) 


(13.) Je da = er dx 


0 


Es seı jetzt: 


J er la = S(s) 
Er ba) = GC), 
Je dx = ıb(s) 


so ergiebt sich aus (13): 


(14°.) Ka) = ıb(6) oder b= 4a 
und aus (12): 


@ ers ds ”b eds 
r / — 
5) EVRE= )fa-f5 er) 


. Setzt man in dem zweiten dieser Integrale 





s=%(z) 
und erwägt, das fürs=0,z2=0, (14) 


fürs—=b „z=a wird, so geht die Gleichung (15) in: 


} ” e-’sds 20192 "ddz 
rn | va Ja") VJa- I Bis: 
9 die — e”’*) 


ATV2g= | "yGa-fe) 


über. Damit in dieser Gleichung 7’ von a unabhängig sei, ist Bedingung: 
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(16 ) er —_ ot — 2, Ty2 Vf( 2) 
. — 7 v 5 ’ x 


nöthig, zu welcher aus (14): 
(17.) dfz = e##df9z 


hinzukommt. 
Setzt man den aus (16) erhaltenen Ausdruck von fz in (17), so folgt: 


(18.) d. [e*9: eis eis? — 4.9 d. [e09s 2 ern? 


Um in dieser Gleichung die von der Form des bewegten Körperchens abhängende 


Constante X zu entfernen, sei: 
C 1 ) 
(19.) I3@)=;Pp(A2). 


Dann erhält man schliesslich folgendes System von Gleichungen, welche das Pro- 


blem vollständig auflösen: 
(A.) d.[e— e”’]P = e“’d.[e" — ErP, 
(BB): fo) = BE. le? — ee”? — fer dz. 
8/?g1 . 


Aus (B) würde, wenn die Function „g’ bekannt wäre, x direct in s und Y 
durch s durch Quadratur bestimmt werden können. Mit Hülfe der Gleichung 
(A) ist man im Stande p(z) nach Potenzen von z bequem zu entwickeln. Die 


ersten Glieder der Entwicklung lauten: 


4 16 64 
p(2) = 23-32 +7! z72:+... „ 


wo man für kleinere „A, wie aus dem Argument As ın (B) zu sehen, bald abbre- 


chen kann. Lässt man die fünften Potenzen von } weg, so ist sehr nahe: 


nd 
A 


> 





also nach (19): 








Ei 
&, 
& 
= 
“ 























BE nn 





Rn 
x 
Pr 
4 
r 
Br: 
A 
> 
5 
Be 
32 
E54 
Eur 
2 
3 
D 
| 
4 
E1 
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und da #(a) = Ö ist, so findet man, dass die Bogen-Amplitude der Ansteigung d 
an die Amplitude des Falles @ durch die Gleichung: 


IR. 
—1-+ 44a 
sehr nahe geknüpft ist. Setzt man den gefundenen Näherungswerth von y(z) in 
(B), so erhält man leicht die Gestalt der Curve. 
Die Gestalt der Gleichung (A), so implicirt in ihr auch „gz’ liegt, giebt 
sofort ein Integral, welches indessen bei dem gegenwärtigen Problem zu verwer- 
fen ist, nämlich: 


p(z) = I.[e”" + Const.]. 


Berlin, im März 1853. 
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U. 


Beitrag zur Theorie der »fach unendlichen 
© Reihen. 


(Von dem Herrn Dr. phil, Meissel zu Berlin.) 





D;. Abhandlung von Goepel „Transcendentium Abelianarum primi or- 
dinis adumbratio levıs” ım 35. Bande dieses Journals S. 277, in welcher derselbe 
auf die doppelt unendlichen ® Reihen die Umkehrungen der Ade/lschen Inte- 
grale erster Ordnung zurückführt, veranlasste mich zu Untersuchungen über die 
nfach unendlichen ® Reihen, deren Mittheilung ich mir vorbehalte. Inzwischen 
erlaube ich mir den Freunden derartiger Spekulationen eine Relation vorzulegen, 
zu welcher man auf dem gewöhnlichen Wege der Multiplication von zwei oder 
vier ® Reihen nur mittelst einer sehr mühsamen Elimination gelangt. Dieselbe 


entspricht der Formel für einfache ® Reihen: 


arK' 
yKodKa,—g= VYKe”’ 0oKx,-—r), 
wo 
zK' zK 


k ei 
g=e ,r=e 1st. 


Um später nicht aufgehalten zu werden, setze ich die Reproduction der 


bekannten Transformation einer Form zweiten Grades mit nr Varıiabelen in eine 


a eo a Zi a u 





Summe von n Quadraten her. 


a Me ni 9 


Es seı: 
I(cı , IX,» er = /= 3A, %% ’ 


wo 4,,= a, und k, so wie s, alle Werthe von 1 bis r durchlaufen. 


er en Tr a En > Le DT an u u ee 


Durch Bildung der partiellen Differentialquotienten erhält man das System 
der n Gleichungen: 





Er 
6.7 
= 
a - 
RL 
“ 


= 
ER 1 
ER 

E 





" 0 Zu u 
EEE EN a ie 


ET EEE 


A 
% 
5 
fe 
A 
Er 
R 
£ 
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of 


32, =y,=4,%+4,%+....t+a,2, 





2 


VD) 


Die Determinante dieses Systems sei 
(2.) S(+)a,,&%.-:... a,.= 


Ihre Bildung geschieht durch Vertauschung der Zeiger links, während die Zeiger 
rechts in der natürlichen Reihenfolge bleiben. 


Aus dem System (1) stelle man sich nun die Grössen x durch die Grössen 


Y mittels des folgenden Systems bestimmt vor: 


| or 
(3.) 3 a I = a’, ıYı + a',2yı + ..... + a‘, nYn » 


dessen Determinante 


1 


(4.) DI zu D ist. 


Nach dem KFuler'sschen Satze von den homogenen Functionen lassen sich 


aus (1 und 3) die Formen „f” und „F” mittels der Gleichung 


(3.) &ıYı Gy + ..... +%,Yn = f(%ı > % ; Bean x0)= Fiyı »Yı> --...yYı) 


ableiten. Zwischen den Grössen a und a‘ findet folgendes System von Glei- 


chungen Statt: 
(6.) 


‘ 
E- tr Ag k arı t..... + A,Q nk = 1 


d 
0,0, + 9%, ası t..-.. + a,,0,, = 0 


wenn k von s verschieden sind. 
Durch angemessene Wahl der Grössen „a lässt sich durch das lineare 


System 

(7.) = + a3 + %3-+..... +ao;z, 
die Form „f” auf die Form: 

(8.) S=- play a3... J)eatazteo. +2 


reduciren. Um diese Reduction für die gegenwärtigen Zwecke zu umgehen, führe 


man folgendes System der n? Gleichungen ein: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 4. 44 
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‘ / N 1/4 
(9.) Um b) at Q,20, + ... .+Tt4,n0%% u aan A, >, 








wo m und X die Zahlen von 1 bis rn durchlaufen. 
Aus diesem System lässt sich, mit Berücksichtigung der sich umkehrenden 
Systeme (1 und 3) folgendes umgekehrte System ableiten: 


(10.) a’. tat ta Kal. 
Die in (1) definirten Grössen „y" hangen von den Grössen „z' mittels des Systems 
(11.) yelhatrdant... +%z, 


ab. Da nun nach (5 und 8) 
[-F=p 


ist, so ergiebt sich, dass die Substitution des Systemes (11) in die Form „FF die- 


selbe in p transformirt, so dass die Gleichung: 
(12.) F=>a,yy = atz+..... 2. 


Statt findet. Die Bedingungen der Transformation (7 und 8) liegen in dem 
System: 


ap E] en u a) Ka ER +aW=l, 
(13.) 


a ud a RE +a AU =0 (k, s verschieden). 


Es sei nun die Determinante des linearen Systems (7): 
(14.) BE ni a6, 
und die des linearen Systems (11): 
(15.) II ri es 


wo in beiden sıch die Versetzungen auf die unteren Zeiger erstrecken. Die Be- 
stimmung von d und 4 geschieht mit Hülfe des Fundamental-Satzes aus der 


Theorie der Determinanten, nemlich: 





Wenn die Systeme 


(I.) 2, = ra -#+ ..... + 0,2 


(11.) ‚= Aut Aut ...+ Pan 


[a 
| 





Br 
Ba 
BE 
& 
= 
EN 
Al 
=. 
A 


“ 
7 
9 
Br 
_ Et 
EB, 
AR 
Pe + 
a 
= 
Er 
® 
Br 
= 
z Br} 
Br 
Fe 
i 
| 
d 
4 


% 
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mit ihren Determinanten A und B gegeben sind und man durch Substitu- 
tion von (IT) in (I) das neue System 


(Il)) z=yutYW%t + yıu, 


mit der Determinante C© herleitet, so ıst: 


C=A.B. 


Wendet man diesen Satz auf die linearen Systeme 


(1.) mit der Determinante D 


(7.) ” „ ” Ö 
(11.) » » IE) A 
an, so ergiebt sich: 
(16.) A=D.6. 


Kehrt man ferner die Systeme (7 und 11) um, so erhält man folgende beiden Sy- 


steme: 
(17.) 2. = aryı + a Ya u + a Yn 


(18.) 4 = U, + U... .. +AMrx, . 


Führt man nun das System (17) mit der Determinante d in das System (7) mit 


der Determinante d ein, so muss sich das System (3) mit der Determinante 


1 . 
PD = 7, (vermöge 4) ergeben. Daher ıst: 


(16.) ®=,, = m; 4=yYD 
oder: 
(19.) = Zi)... u n ' 
(20.) 43= EI. =VD. 
Man setze nun in die Gleichungen 
/=F=» (5 und $) 
21.) Yı= a 53 ya; YZGan 


so folgt aus (9 und 17): 












20. Meissel, zur Theorie der nfach unendlichen 9 Reihen. 


(22.) =; 


mA: 


ferner aus (18) dass 


(23.) Alle x Null sind, mit Ausnahme von x, =1. 


Benutzt man diese speciellen Werthe der Variabeln für die Gleichungen (11 und 
7), so erhält man die Systeme: 


24) yo, = UM FEW Hr... UM 
lea +3 Wr... ta, 
(25.) 
= A HU +... +04 (m, s verschieden). 
Macht man ferner 


| : u . ae 
x = 4nmı ’ X = Am ’ ol, = UAmns 


so folgt aus (10 und 18): 
u. = ar . 


Ferner folgt aus (17) dass: 
Alle y Null sind, mit Ausnahme von y„=1. 


Durch Einführung dieser Specialwerthe in (7) erhält man das neue System: 


» h) U S N) D 3 
(26.) a = Ay ar 4: Og ar +- ..... + a, a," . 


Diese Vorbereitungen reichen hin, um die angekündigte Relatıon abzu- 
leiten. Es seı 
+2 _nIa, (m +5; )(mi+Sg) 


Ze = 09 (An bas ee &.) 


BR, .) 


eine nfach unendliche Summe, in welcher die äusseren n Summationen sich auf 
die n Buchstaben n,, ma, ..... mn, von — & bis + & ausdehnen, die inneren zweı 
Summationen im Exponenten sich auf die beiden Grössen s, k zwischen den 
Grenzen I und n beziehen, und die Grössen „&” rn Veränderliche bedeuten. 
Man sieht sogleich aus den Periodicitäts-Verhältnissen der Function „o,” 
welche sich nicht ändert, wenn die Argumente derselben „&’ sich um ganze Zahlen 
ändern, dass sich ihr folgende Gestalt geben lässt: 
ai +. 
(27.) = U em mı..m,). 605 2r (m; &+m&,-+ --- + ım,&,) 


De) 
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wo YV nicht von den Grössen „&,” sondern nur von den summatorischen Buch- 


staben zn und den Grössen a abhängig ist. 
Man multiplicire nun die Gleichung (27) auf beiden Seiten mit 


cos2r (m’,, &; + m’, &, + +++ m’, &,) d&, d£; ----- dE, 


und dehne das nfache Integral rechts und links zwischen den Grenzen 


0<i<: 
aus, so erhält man: $ ' 
ı 
(28.) /s .cos2r (m’,&, + m,&, + +... + m’, &,) dE, dEy----- dE, 
0 


+2 


——— TV mt RT > cos2r (m & + m;,& +. .+ m,&,) 


x cos? (m‘,&, + mY,&, + ... + m',£&,) d&, d&y...dE,. 


Die Seite rechts dieser Gleichung reducirt sich auf: 
ı, 
DR’ lm mie mn) ? 


daher wird: 


(29.) ee „M'n ) „=2/' 9c052r7 (m’,&, +mı,5-+.. ‚+ m’,&,)d& d&,...d de, 


' 


Setzt man hierin für „O" seinen Werth, so ergiebt sich: 


1 
V — !" B> ame m )cos2r(m'E+tm Er tm 5 )d&de..dE, 


(mm. Mn) 


Jetzt vertausche man die Veränderlichen „£” mittels des Substitutions- 


Systems: 
Or H— —"k, 


so ändert sich der Cosinus unter dem Zeichen nicht und es folgt, wenn mau die 


Summe von bestimmten Integralen In ein Integral zusammenzieht: 


+zn 
Tr — ER Sr 
F (m ws m'n) fe u 2 scos2r(m’ ı&ı + m’ 28 +. > m ar de Sı de&.. LE, 


u +) 


oder durch Weglassung der oberen Zeiger aller „m: 


(30.) Fan, mn) = fer us arms tm& +. Hm) de, d&,.,..dE,.. 
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Hieraus ıst ersichtlich, dass wenn an der Stelle des Cosinus der Sinus un- 
ter dem Zeichen stände, das Integral Null werden müsste, Daraus ergiebt sich: 


nr - on E . +5 
= fer a[Zim,z, +2im,z,+....+2imnen a, Tr] da, dr... dR,. 


(My Myy +... Mn ) 
— DD 


In dieser Gleichung bediene man sich des Substitutions-Systems (7) näm- 
lich: 


= 13, +, %Ht...t+02% 5 


dessen Determinante: 





1 
(19.) d nr a 
war, so geht dieselbe ın: 


| 1 (+ : 
J bi v =; DI e- Bi 21423443, + 20.87, (me +m,a +. 4m, )] dz, dz.. dz, 


über oder nach erfolgter Factorenzerfällung der Seite rechts ın 


sn 
v Br Il Jert + %is, (me mar. +m, a, )] u] z 
’ 2 Ä N 


d.h. ın 
1 


(31 .) Fön ” de = VD er [ma ma +... am, 
\ 19 909 +... Ken 
Man setze jetzt ın (17) 
yz=zm,, 
woraus sıch: 
4 A 
= a,m + a”,m, + ... + 0a. m, 


ergiebt. Beide Systeme führe man in die Gleichungen (5 und 8) ein, so erhält 


man 
F(m, ‚m; ,....m,) = Ia‘,,m,m, = I [m,a/,+ mya”, + ....+ m,a'].. 
Benutzt man diese Gleichung für (31), so erhält man: | 


1 


(32.) Fan RO Mn) — yD'’ „ 


-ıZa',ım,m, 





Als Neben-Product erhält man durch Vergleichung von (1, 2, 3, 30 und | 


32) folgende Regel: 


N RE 
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Um das nfache bestimmte Integral: 


+2 n 
V= S er2a,se, cos2r|m, x, +m,%, + ....+m,x,|da, da,....d«, 


—-»D 


anzugeben, setze man: 


n 


2 = 
[= u TE 


af 
5.) en Ys — A,1%ı + 4, Xa + .... + A, X, 


DO) 


und kehre letzteres System, dessen Determinante = D sein mag, mittels des 


Systems: 
I, a, Yı + an Ya t...t7 an Yn 


um, so ergiebt sich stets 
n 


a Zr a‘ m. m 
D® "ar k 


— VD 
Führt man die Gleichung (32) in (27) ein, so erhält man: 


n 8 n 


- = >} f « ‘ Im 


eine Gleichung, durch welche die Verwandlung aller imaginären „&” in reelle er- 
folgt. 

Ich bemerke hierbei, dass auf demselben W ege, mit Hülfe von partıa- 
len Eliminationen und partialen Determinanten, eine Verwandlung beliebig 
vieler imaginärer „£' in reelle ausgeführt werden kann. 


Macht man in (33) alle „&” gleich Null, so erhält man, da DD' = 1 ıst, 
die Gleichung 


+2 n 


(34.) yD: 5 :ern2ay, mm, — vD‘: era Ks; 


Hier hangt Deben so von den Grössen a ab, wie D‘von den Grössen a‘. Schliess- 
lich ıst klar, dass man durch zweimalige Anwendung von (34) wieder auf die 


Seite links zurückkommt. 


Berlin, den 8. Oktober 1853. 
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21. 


Multiplications-Formeln für die elliptischen 
Functionen mit complexen Vielfachen des Argu- 


suments und dem Modul Y!. 


(Von Herrn Dr. H. Hoffmann in Danzig.) 


D:: erneute Interesse, welches die Lemniscatentheilung durch den 
Aufsatz des Herrn Dr. FEisenstein: „Ueber die Irreductibilität und einige andere 
Eigenschaften der Gleichung, von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate 
abhängt” (Cr. Journ. XXXIX) gewonnen hat, wird der folgenden Betrachtung, 
welche sich mit der Bildung dieser Gleichung beschäftigt, vielleicht einige Auf- 
merksamkeit zuwenden, 

Stellt man die elliptischen Functionen von amr u mittels der Euler'schen 
Fundamentalformeln auf, indem man n = n, +n, setzt, so ist es nicht gleichgül- 
tig, was man für n, und 7, setzt, weıl von dieser Wahl der Grad eines dem Zäh- 
ler und Nenner gemeinschaftlichen Factors abhängt, dessen Wegschaffung durch 
die gewöhnlichen Methoden weitläufige Rechnungen erfordert. Für ein reelles 
n hat Abel (Cr. Journ. IV, pag. 258, Gl. 45 und 46) gezeigt, dass dieser gemein- 
schaftliche Factor ganz vermieden werden kann, wenn ınan für ein gerades n, 
nn —n,—=0, für ein ungeradesn, nn —m =] setzt. 

Im Folgenden soll der Fall betrachtet werden, wenn n eine Zahl von der 


Form «+5 und Y} der Modul der elliptischen Function ist. Es zeigt sich, dass 


die Abelsche Regel im Allgemeinen auch auf die Zusammensetzung von a + bı 


aus + d,i und a,-+Ö,1 Anwendung findet. Bloss wenn a und 5 ungerade 
sind, muss ınan, zur Vermeidung eines gemeinschaftlichen Factors, einen andern 
Weg einschlagen. Das Verfahren bei der Untersuchung lehrt gleichzeitig, von 


welchem Grade Zähler und Nenner der elliptischen Functionen von am(a+bı)u 


modyY3 sein müssen. 


ee: 
R $ STERN 
ln Dab e n 


a N he nah hen dt ErR 2 2m 


























an a Dre 
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Als Beispiel wird schliesslich der Werth von cosam(u+.)u und 
cosam (1 + u:)umody} aufgestellt werden. 





un 
—— 


Es seı 


sinamu =x cosamu —= x’ Aamu = x. 


Man setze als einfachste Formen für die elliptischen Functionen. gleichsam als 
Normalformen: 


1) wenn a gerade, b gerade ist: 





’ Sn ) C AI, 
sinam(a +bi)u= wa’ N "„ cosam(a+bı)u= N ‚ Jam(atb)u= on ; 
IYn n 4 
2) wenn a gerade, b ungerade ist: 
R r T Sn ‚ x” In 
sınam(a+bi)n = a ‚ cosam(a-+b)u= — ‘77 - , Jdam(a+bi)u=7 7; 
7ı n—l ° 7ı kei 1 X n—| 
3) wenn a ungerade, b gerade ist: 
Sn G „In-ı 
sınam (a+br)u=: en cosam(a+bi)u= x N dam(a+bi)u—= x N; 
n—l n—) 


4) wenn a ungerade, b ungerade ıst: 


Sn-2 PL4 n—2 


sinam(a+bi)u= wa” 7 ,cosam(a+bi)u= vn ‚ dam(a+bi)u=a' ; 


N e 


won = a?+Öb? und S, C, A, N ganze rationale Functionen der Grössen x, x°; x“ 


von dem Grade des beigefügten Index sınd. 


Stellt man sich die Functionen von am(@ + bi)w mittels der Additions- 
formeln aus den Functionen von amawu und amöu: zusammengesetzt vor, und 
nımmt als bewiesen an, dass Zähler und Nenner dieser Functionen, wie es wirk- 
lich der Fall ist, mit Ausschluss der Factoren x, x‘, x“ und deren Producte, nur 
die geraden Potenzen der Grössen x, x°, x” enthalten, so folgt das Gleiche auch 
für die Grössen S,C, 4, N. Es soll jedoch statt diesen Beweis aufzusuchen, 
auf directem Wege gezeigt werden, dass dies der Fall ist. 


Der obigen Bezeichnung gemäss ist nämlich: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 4, 45 
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sinam(— u) = — a cos am (— u) = «° dam(— u) = x“ 
sınam(u+r2K)= —x cosam(u+2K)=—.a’ Adam(u+2K)= a” 
sınam(u+2Kı)=x cosam(u+2Kı) = — x’ Aam(ur2K)=—ı“ 





Erwägt man nun, dass 





sinam(— a— bi)u = —sın am(a+Ör)u cosam (—a—bi)u = cosam(a+bi)u 
sınam(a+bdi)(u+2K) cosam(a+br)(u+2K) 
—= (— 1)’sinam(a@a + b5i)u — (— 1) cosam(a + bi)u 
sınam (a +br)(u+2Ki) cosam(a+ bi) (u+2Ki) 
— (— 1)’ sinam(@+ bi) u — (— 1) cosam(a-+bi)u 


dam(—a—bi)u=dam(a+rbi)u 
Aam(a+bi)(u+2K) = (— 1) Aam(a +bi)u 
dam(a+bi)(u+2K:, = (— 1) dam(a+ bi) u 


und substituirt der Reihe nach — u, u+2K, u+2K? statt z in die Normal- 
formen, so zeigt sich, dass in allen für @ und 5 angenommenen vier Fällen die 


Normalformen ungeändert bleiben. Es müssen demnach Zähler und Nenner 


BE 


der Brüche N®N’N ihren absoluten Werth behalten und ihr Zeichen gar 


nıcht oder gleichzeitig gewechselt haben. Setzt man nun: 


SS +." + as" + a" N=N'-+xN"+x N" + x'N” 
+22” + .."S”" + aa" +xx%N + ac" N" paar" 
+x x zug ne er! 

wo 9,50 ur. us N’"" nur die geraden Potenzen von 


vr, x', x" enthalten, so ist es einleuchtend, dass bei der Substitution von — u statt 
u der absolute Werth von $ und N nur dann ungeändert bleibt, wenn $" = $” 


= $'’—- S"T—0 und N"= N’ = N” = N" —() ist. Aus der Substitu- : 


tion von u+2K statt u folgt dann, das S"= S""—= 0 und N" = N" —0 
sein muss. Die Substitution von uw+2Ki statt s endlich zeigt, dass auch 
$'” und N” gleich 0 sein müssen. Man hat also nur 


So $' N=N'. 


und 

















1 a a ae Bee aa Bra a em t anne Si > aa ne ah 
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Ebenso wird bewiesen, dass C und A nur von der Form 


GC und 


Bei un 1' 


sein können, dass also auch sie nur die geraden Potenzen von x, x’, x“ enthalten 
können. 


$.2. 


Setzt man für a und 5 ın die Normalformen kleine Zahlenwerthe, so lässt 
sıch ıhre Uebereinstimmung mit den in diesen Fällen leicht zu entwickelnden Aus- 
drücken zeigen. 


Für a=2,5=0 ode füra=0,5b=2 erhält man aus den Normal- 
formeln: 





sın am 2u cosam?2u ci Jam? u Fr 
rt “ni N 
sınam2uz 4 cosam?2ıı 4 Aam2uı . 
x . .. 
welche die Ausdrücke: 
j > dar“ 2 + +2? —1 az 1-+r" 

. ee RT a Er Aam a KT. 
sınamzu 1 er. Dr? Ez z’* D cosamzu 1+21”7— 2" . u 14122?-2'' 
Oi, Axrac”i IR 1-+2:”—r'* RE "+1 

ee ya osamlu = u ai am2u = - Ä 
sın am uı a* 2 2x” ER 1 b) c al u x*+2r?—1 b) I xt +22 — 1 
darstellen. Setztman a=0,5b =1, so ist: 
. . HA So } 1 G, A ° x" A, 
u=-—'7 miu=-—:; mıu=-'x 
sın am ı uU x" N, b) cosa L x! N, br) a uU x’ “ 


und nimmt man = :N, = 1:0, =i4A,, so erhält man die bekannten Formeln 
für die Functionen von imaginairen Argumenten: 
‚ZT 1 u 


sınamu=ı 7, > cosam ‚u= hs Jamiu= 


ar * 


Für a=1,5 = 0 geben die Normalformen: 


Iinamu = Pr cosamu = „'& Aamu = zuda 
Sı nt € ee ee ©, 


in welchen also $, = N, = 6, = 4, zu setzen ist, um identische Gleichungen zu 
erlangen. 


45* 
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Endlich sind noch die drei letzten Normalformen zu prüfen, indem man 

a=]1 und 5 = 1 annımmt. Man erhält dann: 

Ä | C : A, 

snam(l+")u=xa” 7 , cosam(l+)u=,7,, dam(l+)u=a7z . 
N N, N, 


Bildet man diese Functionen durch Zusammensetzung aus den Functionen von u 


und zu, so erhält man allerdings: 


„21 +0) 


) (dA +ir”) 
1 + x 


sınam(l+.)u= x% ‚„ cosam(l+)u= — I nr ; 


‚A-DdAl+ix?) 
1 +." 

















dam(l+)u= x 


Da sıe aber ım Zähler und Nenner den semeinschaftlichen Factor 1+:x“ ha- 


ben und daher wie foleı geschrieben werden können: 





sinam(l+.)u= I_;z3> cosam(l+ )u= 1-17 dam(l+)u= 2’, -;7% 


2er u | 1—‘ 


so nehmen auch sie eine der Normalformen entsprechende Gestalt an. 

Zugleich sieht man, dass in diesen Fällen kein gemeinschaftlicher Factor 
ım Zähler und Nenner vorhanden ist, durch welchen der Grad dieser Grössen 
verkleinert werden könnte; sodass also hier die Normalformen die elliptischen 


Functionen in ıhrer einfachsten Gestalt darstellen. 


$.3. 


Mittels der Functionen von kleineren @ + bi lassen sich die Functionen 


mit grösserem @ + br immer so bilden, dass auch sie den Grad der Normalfor- 
men bekommen. 


Um dies zu beweisen seı; 


1) a gerade, b gerade. Man nehme a,+Ö,7 und a,+ bzi so, dass 
a+m,=a,b,+b,=b. Dann können 4 Fälle Statt finden: 


1.) a, gerade, b, gerade, 3.) a, ungerade, Ö, gerade, 
a, gerade, 6, gerade. a, ungerade, d, gerade. 
2.) a, gerade, 5, ungerade, 4.) a, ungerade, d, ungerade, 


a, gerade, d, ungerade. a, ungerade, Ö, ungerade. 











* 
* 
; 
8 


r 
En, 
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Es können daher auch für jede der elliptischen Functionen vier Ausdrücke ge- 


bildet werden; nämlich: 


für sinam(a + bi)u 


.. Onı- 4Nn ‚On, An, +9, „4. ‚On, A, 
Fe a : n _ b) 
N, Na — 5: x ata’ ‘Sn 4 S,,-4 
41 


TXEX 7’ y2 y2 
2; | N;, "Ya ja: 7 Tr 


a Sn „—ı N, ‚1 Cy 1‘ In, -1 ” Sn „1 N ‚-10n,-1 Ay] 
TIER — ’ 
N, | N, "Yu 3% Sn -1 Si. 


„ Onı-2 In, C, „Än,-2 + Sm 9N, u ‚In,-2 


ZES 4 NR » 
N 1, Nn,— 37’ $n,-2 Si 
für cosam(a +bi)u 


2 42) 
C,,Nn, Onz Nnz - 1’2°2 "Sn, -4 In, Sn An, 
7 /4 „ 
Nn, Nn,— 32° 2" 2 "S,. 4 KH 





” 
’ 


z” C„-1Nn, -1 6u,-1Nn,-1— 2° 2’ 8,1: A, 1 2 An ‚1 
ı2 y2 ie 
z*N,.-ı N 2- 1-32 sn 1°n,- 


n tı-1 


2° Cn,-1 Nnı-ı © “Nn-1 N-1 — .’r ?S,,-1 An-1°ng-1 n,-1 


Nn.-1\m-1 37 Dar Fast 
‚2 „2 
On, Nn, Cn „In, — -e’r'7 Sn-2 In,-2' ng- -2Ang-2 
% 2) gi y ’ 
N,, N, Sn 20-2 


für Jam(a+bı)u 


Anı Nnı An Nm, — 125, -4 0m, ®n 24, 
N, Nn,— 22° 2 rg: 45% 


12-4 


„ 
P; 2 ?z° An, N, 


nı 


-1Anz- 1N,,.1 — 32° 8n,-1Cn, -19 
x EN, — 128-181 


ng- 1 On-1 








L 


Dh 
2? An,-1 Nn1-1 Ang-1/ N, n-1— 22°” Sm-10n,- 1m - ı 


Nry-1 Nn2-1— 32° Sn, 15%, -1 


©? A,,-2.Nn, An,-1 Nn, — 22°2? 87-207, $n,-2Cn, 


r2 r2 - ae ’ 
Na, Nn, — 2° Dr 1,2 








von =a+tb ,m=qa-+b, gesetzt ist. 
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Damit diese Ausdrücke die Normalformen annehmen, muss die Bedin- 
gungsgleichung 


2n+2n=n 


erfüllt werden, deren Bedeutung ersichtlich wird, wenn man sie mittels der bei- 
den Gleichungen: 
atagy=a , b),+b,=b 


vereinfacht. Subtrahirt man nämlich die Quadratsumme dieser beiden Glei- 


chungen von der vorhergehenden, so erhält man: 


(a — a,’ +(b,—b,=0, 
die nur durch: 
(a.—a)”’=0 ,„ (h—b)=0 


erfüllt werden kann. 


2) Es seıa gerade, b ungerade. Hier werden zwei Zusaminenset- 


zungs-Arten möglich sein, nämlich: 
Ä Ä 


1.) a, gerade, db, gerade, 2) a, ungerade, d, gerade, 
a, gerade, 5, ungerade, a, ungerade, b, ungerade. 


Demnach ergeben sich folgende beiden Ausdrücke: 
für sinam(a+bi)u 


= x” Sn-4 Nn, Cn,-1 Anz-ı Bi Sn,- 1 Nng-1 Ca, An, 


d + ") JH 7 : 
x 2 2 En I} ’ 4 R 202 2 
Nn, N N9-1 374 Sn-4 Snz- 1 


, ar 7 r 
2, Onı-1 Nny-1 Onz Ang-2 + © ?8ng-2 np Ony-1 Anı-1 


d 
i ar? ı? 1_4_M2cCc2 2 
per (Nn.-1 N, zr I Sn-19n,- 2) 


Mn 


für cosam(a+bı)u 


- y r /4 7 
| C,, Nn, Eng-1Nnz-1 — 2" Sn,-4 An, Snz-1Anz-1 





2’ 3 wm? „_1i 1 29°? ‚92 Te 
„ Nn, Nnz-1 Sn -4®n.-1 


L En-1Nn,-1 Eng In, 2’2 "8n,-1 An,-1 Sn2-2An ‚2 


1 2 2 2.@? 2 
- (Nn.-1 Nnz —1:'x ’Sn,-1°ng-2) 


2’ 
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für dam(a+bi)u 








x' 2 r2 ı 2 
Na, Nna-1 4e* uud Sn,-4°n,-1 


2" An, Nn, Ana Nnz-1 — 32° Sn,-4 En Snz-t Enz 


x’ In, -1N\n,-14ng-2 ns 32°8,-1 On-1Sny-2 nz 
. EEE Tin ir EU 1 


x 1 x: 2 _1 4,202 
= (An,-1 Nn, 37 %& Sn,-1 ng-2) 


Sowohl Zähler als Nenner geben hier durch Vergleichung mit den Nor- 
malformen: 
2n +2n=n-+l; 
woraus, wie vorher, 


(,— a0)’ +(b,—b) =1 
oder 
(a.—a”’=0 ,„ (hh-b)= 


folgt. Allein es ist hier noch nachzuweisen, dass der Nenner 


TUR —ıa'a'"S} S’ ) 


N,—1n,—2 


eine ganze Function ist. Zu dem Ende lässt sich zeigen, dass bei der Entwicke- 
lung der Grösse in der Parenthese das constante Glied verschwindet. 

Da nämlich die Functionen $, N, C, 4 nur die geraden Potenzen von 
x, x', x" enthalten, so kann man sie als rationale Functionen von x“ betrachten. 
Bezeichnet man die constanten Glieder dieser Function durch 5, e, ec. d, und 
führt sie in die beiden Gleichungen: 


sin’am (a, + bz)u+cosam(, +b.)u=1, 
ısınam(,; + b,)u+Aam,;+b,)u=| 
ein, so erhält man, da =1— x” , x” —=3(1-+x”) ist: 
(1— a”), +...” ta” tee) = (+...) 
1 -@')e +... rat... ’=la+....) 


Da diese Gleichungen für jedes beliebige x‘, also auch für x’ = 0 gelten, so er- 


giebt sich aus denselben : 
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und als Product dieser Relationen: 


Dv 
—_ 

IS 
- 

Div 
[2 


he 
& 
us 


Entwickelt man nun auch die Grösse in der Parenthese nach x‘, so erhält man: 


2 


+.) I! at)’ ta) +...) lat...) , 


woraus sıch, als constantes Glied, 


m _ 
un? (?192 


— N 
Pr 
[I 


ergiebt, welches gemäss der soeben gefundenen Relation gleich Null ist. Dem- 


nach ist die Grösse in der Parenthese durch &” theilbar und der Nenner 


l r ; 
eu N 2 TE r' r‘? 
x’? (A <a N, 5 u X Sn, Bi 


eine ganze Function. 


3) Es sei ferner @ ungerade, b gerade. Die Zusammensetzung kann 


dann auf zwei Arten geschehen: 


1.) a, gerade, 5, gerade, 2.) a, gerade, 5, ungerade, 
u ‘ u SERRE: 
a, ungerade, Ö, gerade, a, ungerade, Ö, ungerade, 


und hieraus ergeben sich wieder je zwei Ausdrücke, nämlich: 
für sinam(@a+bı)u 


2) "2 y r Y Y r y ‚ 
a In,-4 Nm On,-1 An ır In, „1 A Ng-1 C,An 


LT. +? r?2 ‚2 Pk ‚2 Q? “ 
2? wm?  _17z% 2 
Nn, Nnz-1 7a In 4d Ny-1 
2} y r Y m Y y 
q Sn,-1 A n,-1 C ng‘ N 12-2 +1 Sng- 2: Vn, © n.-1 An 7 -l 
E: ® 2 r?2 r2 1 4 Zp) ‚2 
u Nn-1 Nn,— cz ?’S, —! Ing-2 


lür cosam(a+ bı)u 


C,, Nn, Cna-ı N ng-1 aer 3 In 4 An ‚Inz-1 4 Zn 1 


nga- 
r’ 2? : g' > TIER 
An, Nn Ng-L 3 aaa Sn 4 Sng-1 
5) r''? 
C„ ‚1 An „Un, N No Ua Sn | A, | Sng- 2An,-2 
I . ı2 . Be u . 
x Nn.-1 Na er Ix* x Sn 1 Sns-2 











8 
R 





 Lasar Ka  e tn _ Fe ara nd bar 


a Eu 











Beeren 








iD 
SBE 
An 
u 


RER RR 


RR 





En 


21. Hoffmann, zur Theorie der elliptischen Functionen. 341 


für Jam(a + bi)u: 


In, N ‚Anz-1 Nng-1 7 ii 22° =” n,-4 In Sm Onz-1 


N, ‚Nna-2 .—.n 32° x Bag: 4 a 1 


Pe 


x . 


x’ erdn 1Nn ‚m Ang? Nm a7 "Sn-1Cn, -1 Sn,- 2m 


- eo 2 rs 2"? eo; y2 
Nn 1m gez Sn, 1°n,-2 








Aus diesen Ausdrücken erhält man die Bedingungsgleichung : 
2n +2m, =1 oder (a1— a), +r(b,—b) =1 


und daraus: 





(a.-a’=1 , (bh-b’=0. 
Denn der Nenner: 


oc” N? N} We L Lx 4 2 s? Ss? 1 


n,—1 Nn,—1l "N9—2 


welcher dieser Bedingung zu widersprechen scheint, ist nur vom (2n, +2n,—2)!en 
Grade, weil der Coefficient von x’2 +") in der Entwickelung nach x’ ver- 


schwindet. 
Bezeichnet man nämlich in den Entwickelungen der Functioncn $, \, C,4 


nach x” die Coefficienten der höchsten Potenzen durch s, e, c, d und benutzt 


die Relationen 
sin’am(a, + d,.)u+ co®’am(a, +b.)u=]1l. 
ısın’am(g, + br)ur Pam, +bı)u=l, 
so erhält man: 
1+2°), (sm. + art...) , 
IN — a)’ +.) tarar’ +. lnatr +...) 
Da in diesen Gleichungen nach einer bekannten Schlussfolgeruug die 


Coefficienten gleicher Potenzen von x’ auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 


einander gleich sind, so erhält man für die 2n,'° Potenz aus der zweiten Glei- 


chung die Relationen: 


SD 


nn v2 


“” 
a E 
% 


und als Product derselben : 


sure. 


Fi 
Die Entwickelung des Nenners selbst giebt nun: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIII. Heft 4. 46 











/ .—. DL: u 2 
(K vr + In (‘ 2% u. + ...) uw 


woraus man als Coefficienten von x’? +n,), 

























ee 


wm 
7 B71 32 


1) N 


z"N® I 


rc’ x’ Ss? 


nur vom (2n, + 2 n, — 2)!" Grade. 


suchen. Er führt zu den beiden Annahmen: 


1.) a, gerade, Öb, gerade, 


a, ungerade, Ö, ungerade, 
welchen folgende Ausdrücke entsprechen: 
für sinam(a+bi)u: 


xx". 2 4 
Nn, Nn, z* r 


7 he >n ı-l N —! C.,-1 
. 2 


x N Me - 
für cosam(a + bi)u: 


2 „8 „r 
C, N, On, N = aka u ZN ni An, Sn,-2 


1 n4 „/2 „N Zr 
N. Ns, „et ı I Sn 4: TR 


2 y Tr Y 7 am ‚2 „ 
I Cn-1 Nn,-1 Cn-1 Nn,-1 IT zT 
’2 7? 2 
2 u 
Nn,-1N\na-1 


für dam(a+bi)u: 


r‘ In, An, Ang-? Nn, —1r? Io 
= Nn, Nng — 42 KROFOTG ‚4 Sn 


ng N,- 


PR i i 
„ x An. -1 Nn,-1 Ang-1Nn-1” 
: , 2 r2 r2 

T Nn,-1 Nna-1” 


"(1— a” (1+2”)(s, 2" +..)(setr +...) 


erhält, indern nach dem Vorhergehenden — 0 ıst. 


— l 
n,—ı na 2‘ n,— 


1.40? v2 
3% Sn,-1 Sng-1 


ir Sn.- 4 En, Snz-2C 


Alle diese Ausdrücke führen zu der Bedingungsgleichung 
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Es ıst also der Nenner: 


Ss? . 


ı Nn2—2 


4) Es ist endlich der Fall, wo a ungerade, b ungerade ist, zu unter- 


2.) a, gerade, 6, ungerade, 


a, ungerade, Ö, gerade; 


y y r 
T Sn ‚4 N, € n, m 2+ Sn ‚2 Nn, C„, An 
?r *Sn,-4In,-2 


1, =. u: Sn 1 Nn „l‘ An I 


: U 5-1 Sn,-1 


> An? 


2 Y 
Sn,-1 In,-1 Sng-1 Anz -1 


ee 


N. 


u 


2 


2? ’Sn 1 C,„ ‚1 Sny-1 Onz- 
gX 5 n,-1 Sn 1 


p) 
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2n,+2n, zn oder (a, — 9) + (b, — b,) = 0 . 


welche nicht erfüllt werden kann. Unter der Voraussetzung jedoch, dass Zähler 
und Nenner noch einen gemeinschaftlichen Factor vom zweiten Grade haben, wird 


man auch hier die Normalform erhalten, indem dann die Bedingungsgleichung 
2n +2n=n+?2 oder (1 — a) +(b,—b)” = 2 


ist, welche durch: 
a.—-a)=1, (b-b’=1 


erfüllt wird. 
Die gemachte Voraussetzung bestätigte sich in ($. 2) für den Falla =1, 


> 


- 


b = 1, wo man erst nach Verschaffung des gemeinschaftlichen Factors 1+ ıx' 
den Grad der Normalformen erhält. Es kommt aber darauf an zu zeigen, dass 
die Voraussetzung auch im Allgemeinen begründet ist; was geschehen sein wird, 
wenn nachgewiesen ist, dass die Normalformen für diesen Fall auch unmittelbar 


durch Vermeidung des gemeinschaftlichen Factors erlangt werden können. 


Schreibt man nämlich; 


a+bi=(l +1) (a+b)— 3(a— b)i) R 


wo 3(@a-+ 5b) und 3(a — 5) bei unserer Annahme von a und Ö ganze Zahlen sind, 
so hat man bei der Bildung der Functionen von (!(a+b) —!(a— b)i)u zu 
unterscheiden, ob 3(@a+ 5) und 3(@a— b) gerade oder ungerade sind. Es fin- 
den hier aber nur zwei Fälle Statt: entweder ist eine der Grössen a und 5 von 
der Form Am +1, die andere von der Form Arm +3; dann ist: 


s(a+b) gerade „ 3(@— b) ungerade ; 
oder beide haben dieselbe Form; dann ist: 

»(a+b) ungerade , 3(@— b) gerade. 
Für beide Annahmen ist: : 


n" = !la+bV” + la I” =!’ +) =!n 


und für beide erhält man für die elliptischen Functionen Ausdrücke, welche, wie 
in diesem Paragraphen bewiesen, mit den entsprechenden Normalformen über- 
einstimmen. 

Um endlich die Functionen von (a + bi)u selbst zu bekommen, hat man 


46* 


E 
“ 
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in den ($. 2) aufgestellten Functionen von (l + )u, A(la+b) —3(a—b)ı)u 
statt 2 zu setzen und dadürch die Ausdrücke 


für sınam(@a+ biı)u: 
7 2 Sn-1 Ay-1 


Er © you 
x?N Ed Gy. 1 


und er. 28-1 Ani 


x Men nest dc DER 
[? [F ® r? . I! 2 ’ 
N n/-1 27 01 


für cosam(a + bi)u: 


2 . #9 a793 (zZ 2 » nr? 
Ca] — 12 Ne da T 2(2_1 —1Nv_1 
ua _ De aM, eu, 4? 
ce? Nv_1 7 ton Nn_ı tr ?Cu_1 


für Aam(a+bi)u: 


4 A—) C„_1 Nn_1 ‘ d-9 Cv_1 Nn_1 
nn und a. ——— 
z’Ny_ı1= iC„_1 Ny„_ı = tz C._1 
zu bilden, Ausdrücke, welche den Grad der Normalformen haben. 

Während also in den drei ersten Annahmen für a und 5 die Bedingung, 
dass (a, — a,)” und (6, — b,)” Minima sein sollen, unmittelbar zu den aufgestell- 
ten Normalformen führt, bringt sie bei der vierten Annahme einen gemeinschaft- 
lichen Factor vom zweiten Grade in den Zähler und Nenner, welcher sich durch 


die zuletzt entwickelte Methode vermeiden lässt. 


$. 4. 


In dem Vorhergehenden lässt sich eine Art von Inductionsbeweis dafür 
finden, dass die Functionen S, C, 4, N keinen niedrigeren Grad haben können, 
als den, welcher in den Normalformen festgesetzt wurde. Man bedient sich des 
Inductionsbeweises gewöhnlich nur, um das Gesetz, nach welchem die Coeffheien- 
ten gewisser Entwickelupgen aufzustellen sind, zu begründen; hier ist der Ge- 
genstand des Beweises der Grad der Entwickelung. 

In dem vorliegenden Falle kann man sich nämlich die Functionen S$, C, 
4, N, wie es schon in ($. 3) geschehen, mittels der Relationen "=1— x”, 
x” = ;(1-+ x”) nach ©” entwickelt vorstellen. Der Exponent der höchsten Po- 
tenz von x’ muss natürlich ebenso, wie es die Coefficienten der Entwickelung 


sind, eine Function von a+ di, (dem Vielfachen des Arguments u), sein. 


Es wurden in ($. 1) für den grössten Potenz-Exponenten solche Functio- 
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nen aufgestellt und in ($. 3) wurde gezeigt, dass die Functionen von grösserem 
a+ br sich mittels der Functionen von kleinerem # + bi stets so bilden lassen, 
dass die Potenz-Exponenten von S, G, A, N die ın den Normalformen vorausge- 
setzten Functionen von @+5i sind. Hierdurch ist der Beweis für die Richtig- 
keit unserer Annahme für ein grösseres @ + bi auf den Beweis derselben für ein 
kleineres @-+ bi und schliesslich für a+di7=1 und = 7 zurückgeführt. Für 
diese Werthe ist aber aus den in ($. 2) abgeleiteten Ausdrücken 


sin amuZx 1 cosamu = x’ Co Aam u = x = 
— "N, . — 4 "N ’ ——— "N, 


® . zT So . 1 C, 1 [2 2" An 
sınamzıu = PH N, 5) cosamı:u = x N, . damıu = x’ N, 


zu sehen, dass im Zähler und Nenner kein von x’ abhängiger gemeinschaftlicher 


Factor vorkommt, da S,, Cy, Ay» N, Constanten sind. 


Beispiel. 


Bei der Bildung der Gleichung für die Siebenzehntheilung der Lemnıs- 
cate findet sich eine Gelegenheit, das Vorhergehende anzuwenden. Die Me- 
thode der imaginairen Theilung von Abel verlangt die Bildung von cosam(4-+i)u. 
Herr Th. Claussen, der dies in (Schumacher A.N. XIX, pag. 243) gethan hat, 
schlägt den unvortheilbaftesten Weg ein, indem er (A+:)u aus Au und zu zu- 
sammensetzt. Bei ıhm wird daher auch der Grad der Function € zu 2.4?+2.1? 
— 2 = 32, während er, wenn man (4+:)u aus 2u und (2 + :)u bildet, dem 
Problem entsprechend, nur zu 2.2°+2(2?+1)—2=16 wird. 

Ebenso wird man das Argument (2+7)u aus u und (l++7)u zusammen- 
setzen müssen und nicht, wie es Adel (Cr. Journ. II, pag. 162) that, aus den 
Argumenten 2u und zu, damit man nicht auf einen gemeinschaftlichen Factor 
vom vierten Grade im Zähler und Nenner der zu bildenden Function stosse. 

Man hat also die Formeln ın ($. 2) nemlich 


2x.” x? — Er dx 
sinaml+)u=T_ 1-7: cosam(l+.)u= 1,3, Jan(l+H)u= 7 7 
und 

sinamu=x ,„ cosamu=x „ damu=x 


zu benutzen, um die Ausdrücke: 
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„[A+2 Air) + (a0) 
sınam(2-+:)u = ve 





a [A — ii.” — (la) + 2] eh a ii ER 





! 

2 ((a?— )A— ia) —- l-d)I1—e) + r?)] Bu 
cosam(2+ Ju=7 — 38 ur ehr 

„lie? — (1 a”)? (l Hr a)] T (1— 2: —r" ? 


Tal) -A- Na] a 2a 
lam(2 + .)u= Fe. 1-21+02°2 +2" 


aldi? - A-2914 2%)] « Ad-2)-.. 





aufzustellen. Nimmt man hiezu die Formeln der Verdoppelung aus ($. 2): 









Ixxx ı£! +2. —1 l+ 2" 


snam2u = "u una cosamu = ———— TERN KEBREnab.. »oE 
l BE. 7 ERBE U ’ 1 + 22° 2" Jam2u— 1+22°2— 2" 















so findet sich der Werth von cosam(4 + )u durch «° ausgedrückt. 
Der Zähler: 





((1— 2:)2" —1)(l — 27 — x") +22” — I)(1+ 20° — x) 
+2(1— a) + a) +21 +HN)aR Ha) —2(1+i)ar+ a”) 
dieses Ausdrucks giebt entwickelt: 
1— 27—(4— 16:1)" — (10+287) 2&® — (4— 16 1)a"? +(1— 21) a" 
+27 +(16+4ı)a” — (16+4:) x” — Yyarı 
— 1+(12+207) x" — (10 +287) x — (20— 127) 0’ +(1— 47) x", 
Der Nenner ıst: 
(1 —2i— a") (1+22” — a)’ +40 (la) (1+2%)(1+2(1l+,) x” + x)? 
und wird, wenn man nach «° ordnet: 
a \ +4) IH) — IH)" HA 1480) 23) +43 Ar)a" 
(He Ar HB RAT A)" — A148) —A1HS7 N)“ 
— 43 —A)a" +43 +4 )a +42" 


= «(1-47 (20— 127) 2" — (104282) 2° +(12+20,) 040%) , 
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sodass also: 
| 1 14+(124205)2"-(10428)2°- (20-120 +1)a 
cosam (d+!)u= 7 4) 0-12) 27-1042) +2 It 


Die Gleichung für die Siebenzehntheilung wird noch angemessener, wenn 
man cos(1 + 4r)u entwickelt. Man erhält dann zunächst aus: 


Z 
‚I 


sıinamzu=i:i-; ,„ cosamıu=-, Aamlıu=7 
x T 


j vd 


S 


und aus den Formeln für die Functionen von (1 +7)u folgende Ausdrücke: 


1+2(1— Or? +7" 
snoam(l +2) u=x ai a i 





i ed" — 1 2i 
cosam(l1+2:)u= x‘ er . 


Ba + 21 — ) 2?’ — 7" 


' BEE Een BR. - 
Aam(l+2)u=a 1 (1 420)" s 
und in Verbindung mit 
dire - 1 "'+2r” +1 z’ +1 


cosam2ıu = 7, Jam2ıu = 


sın am 2ıu = BER ER WE 


—1+27?+r" ? -14+20"? 42” 


schliesslich : 
amade A220 Er 10 — Ba 20 +12) + 44) 
cosam(l+4)u=x |, 12-209" 10-8) 2°— (20 +12)" A+49)e"° 


Es hätte dieser Ausdruck aus dem Werthe von cosam(4 + )u abgelei- 


tet werden können, denn es ist 
[| 


cosam(4—i)u ' 





cosam (l1+4’)u = cosam (4— i)ıu = 


Es ist also cosam(1+4/)w der inverse Werth von cosam(4-+:)u, nachdem 
darin — 7 statt +1 gesetzt worden. 


Die Gleichung: 
x + (12 — 20 7)” — (10 — 287)0° — (20+127)2"+(1+4,)= 0 


hat diejenige Form, mit welcher sich Eisenstein in seinem Eingangs citirten Auf- 


satze beschäftigt und von welcher er beweist, dass sie = x“"“(mod (1+47)) ist. 


In der That kann man sie wie folgt schreiben: 
a" — (1+4)Al +)" — 2(3+2,7)a® +41 — )a"—NM)=0. 
Danzig, im Juni 1853. 
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22. 


Ueber den inducirten Magnetismus eines 
unbegrenzten Cylinders von weichem Eisen. 


(Von Herrn @. Kirchhoff, Professor an der Universilät zu Breslau.) 


Die Gleichungen, auf welche die von Porsson aufgestellte mathemati- 
sche Theorie des in weichem Eisen inducirten Magnetismus geführt hat, sind für 
den Fall, dass der Eisenkörper ein Rotations-Ellipsoid ist, von Meumann in 
(Crelle's Journal Bd. 37.) allgemein aufgelöset. Ein unbegrenzter Cylinder kann 
als ein Rotations-Ellipsoid mit unendlich grosser Excentricität betrachtet werden; 
die Reihen -Entwickelungen von Neumann verlieren aber ihre Anwendbarkeit, 
wenn man in denselben die Excentricität unendlich gross setzt, ausser in dem 
Falle, dass der Mittelpunct der magnetisirenden Kräfte in unendlicher Entfer- 
nung liegt. Es soll hier die Lösung jener Gleichungen für einen unbegrenzten 
Cylinder unter der Annahme, dass die Mittelpuncte der inducirenden Kräfte im 


Endlichen liegen, auf einem andern Wege entwickelt werden. 


N 


Nach der Theorie von Porsson finden für jeden Punct eines Eisenkör- 


pers, der durch Vertheilung magnetisirt ist, die beiden Gleichungen: 


1) 0 = F+y9+ U 
ı__ +4“ .2# 
2) Ü =] : 'dM 


Statt. In demselben bedeutet / das Potential der magnetisirenden Kräfte, % 


eine von der Natur des Eisens abhängige Constante, p eine Function welche den 
Op „29 „04 

TE: “ 

die magnetischen Momente, bezogen auf die Volumen - Einheit, in dem Puncte 


magnetischen Zustand des Körpers dadurch bestimmt, dass k 2, 
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sind, welcher x, y, z zu rechtwinkligen Coordinaten hat; ds ist ein Element der 


Oberfläche des Eisenkörpers, N; ein unbestimmtes Stück der nach Innen gerich- 


Op 


teten Normale von ds, 3; der Werth des nach N; genommenen Differential- 


quotienten von p für N,=0, e die Entfernung des Elements ds von dem Puncte, 
auf welchen sich U bezieht; die Integration endlich ist über die ganze Oberfläche 
des Körpers auszudehnen. Hat man diesen beiden Gleichungen gemäss g be- 
stimmt, so stellt der Ausdruck für U ın der Gleichung (2), sobald man in ihm 
unter & die Entfernung des Elements ds von einem äusseren Puncte versteht, das 
Potential des magnetisirten Eisenkörpers in Beziehung auf diesen Punct dar. 

Ich werde die Gleichungen (1 und 2) zunächst auf eine andere Form 
bringen, die ihre Lösung in dem gegenwärtigen Falle erleichtert. 

Nach einem von Gauss bewiesenen Satze kann jedes Potential von Mas- 
sen, die ausserhalb eines begrenzten Raumes liegen, bezogen auf einen Punct in 
diesem Raume, als herrührend von Massen auf der Oberfläche desselben betrachtet 
werden. / und sind Potentiale von Massen, die ausserhalb des Eisenkörpers 
liegen; sie sollen als von Massenvertheilungen auf der Oberfläche des Körpers 
angesehen werden. Bezogen auf einen äusseren Punct sollen / und g die Po- 
tentiale von denselben Massenvertheilungen auf der Oberfläche bedeuten. Be- 


zeichnet /V, ein unbestimmtes Stück der nach Aussen gerichteten Normale von 


Ip 
ds, unc a den Werth des nach N, genommenen Differentialquotienten von 


p für N, = 0, so ist die Dichtigkeit der Masse, von welcher y herrührt, in dem 
Elemente ds: 
mn AR + 
Ar an” 








Die Dichtigkeit der Masse, von welcher Y/ herrührt, ist mit entsprechender Be- 


zeichnung: 
1 OV OV 


— In \8n, " an, 





Ferner ist U ein Potential von Massen, die auf der Oberfläche liegen, und deren 


Dichtigkeit in dem Elemente ds, 


Op 
— kan. 


st; die Dichtigkeit der Massenvertheilung anf der Oberfläche, deren Potential 


FV+g9p-+U ist, ist daher: | 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIlI. Heft 4. 47 
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ı (98V = Op 
-u jr + — ön, + +4rk) 7 5 

Da das genannte Potential für alle Puncte des Eisenkörpers = 0 ist, so muss 
diese Dichtigkeit für alle Puncte der Oberfläche verschwinden; d.h. es muss für 
alle diese Puncte die Gleichung: 


oV OV O6 Ö O 
3) mtr t+Ü+Achttr = 


Statt finden. Diese Gleichung gilt zunächst nur für den Fall, dass der Eisen- 
körper ein endlicher ist; doch lässt sie sich auch auf einen unbegrenzten Cylin- 
der anwenden, sobald die Kräfte, durch welche derselbe magnetisirt wird, von 


Polen ausgehen, die in der Endlichkeit liegen. 


$. 2. 


Um für den bezeichneten Fall aus der Gleichung (3) p ermitteln zu kön- 
nen, sollen zuerst Entwickelungen für ein Potential von Massen abgeleitet werden, 
die auf der Cylinderfläche liegen, dessen Werth in dieser Fläche gegeben ist; in 
Beziehung auf einen inneren und auf einen äusseren Punct. 

Es seien x, y,z die rechtwinkligen Coordinaten eines Puncts in Beziehung 
auf ein Coordinatensystem, dessen © Axe die Axe des Cylinders ist, und es sei F 
das Potential in Beziehung auf diesen Punct. Soll angedeutet werden, dass das 
Potential sich auf einen Punct innerhalb oder ausserhalb des Cylinders bezieht, 
so soll dem 7 der Index z oder a beigefügt werden. 


Es ıst 
o?V MER oO? V , 
da? ” oO y? "m Os? — 


oder, wenn man 
y=rco% „ z=rsnd 


setzt: 
ı 0:7 
tan. 


8» 87/1 87 
(4.) u Or 





Es handelt sich darum 7, so zu bestimmen, dass es innerhalb des Cylinders die- 
ser partiellen Differentialgleichung genügt, und für die Oberfläche in eine gege- 
bene Function von x und % übergeht; desgleichen Y/, so zu bestimmen, dass es 
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ausserhalb des Cylinders derselben Gleichung Genüge thut, und für die Oberfläche 
derselben Function von x und 4 gleich wird. 
Eine particuläre Lösung der Gleichung (4) ist folgende: 


V = ,„cosm$ + /V',sinm#, 


wo mm eine ganze Zahl sein soll, /V,„ und /V‘,, Functionen von x und r bedeu- 
ten, die der Gleichung 

FE. ER. 3 8 

trennt a Fat 
genügen. 


Man kann setzen: 


IV. = T,.(Gnm:cosn&z + H 


nm 


In — T nam ‚cosne + H',.n e sin nx), 


‚sin 72%) 


v4 


won, Gun, Hans Cam, Hm willkührliche Constanten sind und 7), eine Function 
von r ist, die der Gleichung: 


2 - U En m? in 
5.) ne a BET 


Genüge thut. 
Ist S,,(g) eine Function von g, welche die Gleichung: 


d’S,, dSn 
(6.) 07% +(m-+]) 17" Tg Ss. = 0 





erfüllt, so genügt mau der Gleichung (5) durch: 
. ° n?r” 
y A Ei (7) 


Das allgemeine Integral der Gleichung (6) ist yon Kummer in diesem Journal, 


(Bd. 17, S. 229), in folgender Gestalt angegeben: 





| { $. = anb(l+mıg) + bg” nb(1— mıo); 


hier sind @ und d die willkührlichen Constanten, und die Function ı) wird durch 





; die Gleichung: 
0 BIN : re 
Ya,)=l+ ira 4112 rar horı.a.gz tete 


47* 
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definirt. Ich setze 
vb(l+-m,o)=P,.(o; 


dann ıst 





0} 2 
nr 
p in 
A = 7 P, 4 ) 


ein particuläres Integral der Gleichung (5), und zwar ein solches, welches für 





o= %» unendlich gross wird, und für g = 0 endlich bleibt, oder verschwindet. 
Kummer zeigt a. a. O., dass die Gleichung (6) auch durch: 


0) 


2 x 
N. Tu et", EC udu, 
0 


erfüllt wird, und er findet für den Werth dieses Integrals: 
(7) = I—-m—-N)J(l1+m,0o)+ I(m— Mo”ıb(l— m,o), 


wo II(z) die von Gauss ın seiner Abhandlung „circa seriem infinitam” ..... in 
den Comment. Goetting. vom Jahre 1812, betrachtete Function bedeutet. 
Der Ausdruck (7) soll durch 


0,9) 


bezeichnet werden; dann ist auch 


n?r? 
r 
ee — " Q,( 4 ) 








ein particuläres Integral der Gleichung (5) und zwar ein solches, welches für 
r=( unendlich gross wird, aber für r = & verschwindet. 

Der Ausdruck (7) stellt sich, wenn m eine ganze Zahl ist, welcher Fall 
hier gerade in Betracht kommt, in einer unbestimmten Form dar. Man findet 
seinen Werth, indem man in ıhm m-+e statt mn schreibt, wo & eine unendlich 
kleine Grösse ist. 


Setzt man, mit Gauss: 





und benutzt die Gleichungen: 


Mz+1l)=(z+1).7@) ,„ (0) =1; 


so ergiebt sich: 
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PR Iyr+ 


nN—-m—-e—-1l)=15 1 (-50)); 





und, wenn m nicht = 0 ist: 


AKm+e—l)=1.2..m—1[1-+ e.xb(0)]. 
Dabei ist: 
ıb(0) = — 0,577 2157. 


Ferner findet man: 
db(l+m-+e,o) 




















1 1 1 l l l 
—— + — +. 54 5 
ie ö m+1 a. m+1l m+2 smtl m+2 m43 
= \b(l+m,o) d m+TI.I to m+ımr2.1.2 + !m+lm+2m+3.1.23* } 
® "% = DR 0 Be g? 3 (— ) } a u iii 
ı(l—m—e,9) =1 s-1i1i’s-1in312 “Fn-1.m2..2.1.1.2..m-2.m-1 
hrer fi 143 
+ 12.m-Dimlevlrm Henri tenrim+r2T2 








1+1-+1 
+ m+1.m+2.m+3.12.3 7" | 


Endlich ist: 





9” —= 0”(1— elogp). 
Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck (7), so findet sich: 
ee 0 g° 
Qn9=1.2...m— 1.9 N "Hassan 





+ 5-15» -7.2112. 235-1 























1 1 1 1 1 1 1 14141 
PR. © 1)” ! m+1 In £ gm—-1 +7,22 +13 3m-l +,.73r nt 13 ni 
„a, ‚m/’ m+L.i g' m+1i.m-+ 2.1.2 + m+1.m+2.m+3.1.23" 


„ [22)(0) — loge|b(1+m,o). 
Für den Fall m = 0, hat man: 


Od) = M—e-NDubll He,9+ Te — Dorb(l—e, y), 





+12 


(-D 


n-e-D=- +10), 


ne-D=+2+15(0), 
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| l 1+3 ‚i+:+} 
AH, Er, )-eRp+ er a2 + \ 


l ‚Ii+i „3Ii+r:+1 
da- =, d+eu+ dan te aaa +" 


0" = 1 — elogo - 
daraus folgt: 
‚l+:3 „1 n 
O,(e)=2 nr aa; r+e as = +. +22: (0) — loge)ıh(l .Q). 


Es giebt für Q,(g) eine einfache serniconvergente Reihe, die nach fal- 
lenden Potenzen von g fortschreitet, und die hier beiläufig angeführt werden 
mag. Kummer hat ın der angeführten Abhandlung gezeigt, dass 





Vro=” e?) —_M— uy! 
% O.0e)= en 2m-1 ]]1(— Mm— MIC ” u?) 1e v "du ’ 


und dass 


DR u le-ux du ö 1 a.ß ad. + 1.2.2 +1 4 
& "ae I(@—1) x u Wa E07 ) 
ng) 


ist, Setzt man in der zweiten Gleichung: 


in Be u 
a=ı-m, P=;+m „ c=])e, 


und verbindet sie mit der ersten, so erhält man: 


2 








u m 


„dutl ! (1—4m?) (1-4m?)(9-4m?) (1-4m?)(9-Am?)(25-4m’) 
— „2 0 m — — 
eine * .e” 2 1.16Yo * 1.2.(16yo)% 1.2.3.(16yo%®  Y 


Es wurden die beiden folgenden particulären Integrale der Gleichung (4) 
gefunden: 
n?r? 
4 Gm cosnxc+ A, sın nx) 





Fo m D 
VY=cosm#r"”P., ( 


2 
n i 
+ sınm$r” P” ( 4 -) (G'„m cosn x + H’,„sinn x) 
und 


2 „2 
n?r ' 
U = cosm $r"” 0, (7) EM cosn%C%-+ K,n sınna x) 


ER 
n”r En * 
+ sınndar”Q,, ( 4 Mi cosn x + K',„sianx) , 














% 
a 
2 1 
EB 
DA 
a 
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wo die neu eingeführten Grössen 7,5 Kams Fums K', willkührliche Constan- 
ten bezeichnen; das erste Integral wird = & für r=&, und nicht = & für 
r=0; das zweite wird =& für r=0 und verschwindet für r—=%. Von 
jeder dieser Lösungen kann in Beziehung auf n das Integral, in Beziehung auf n 
die Summe genommen werden; man kann setzen: 


®, = n?r? 3 
;= Im cosm 3/r"P, 7 )(6- (n)cosnx + A,(n)sinn«).dn 
0 


0 


N; 5 n?r? 
+ Im sinn 3Jr"P, T) (G'„(n)cosn®= + H’,(n)sinna)dn 


2 
V= 2m cosm en (2 - -) (I. (n) con + K,(n)snnx)dn 


55 r"”" n” r 








7) (/’„(n)cosn® + Ä',(n)sona)dn , 








„m 





falls sich zeigen lässt, dass die Functionen von n: G,„, H,, G'.. H'. » In, Ku: 
I‘„, K‘. sich so bestimmen lassen, dass die Ausdrücke von Y/; und V,, einer ge- 
gebenen Function von & und % gleich werden, wenn man in ihnen für r den 
Radius des Cylinders setzt. 

Es sei R der Radius des Cylinders, / die Function von ® und #, in 
welche Y; und V, für r = R übergehen sollen. Mit Hülfe des Fourier’schen 
Satzes lässt sich U auf folgende Form bringen: 


V = Sm cosm9 KA. (n)cosn®= + B,„(n)sınnx)dn 
0 
(8.) 


[P ) an 
+ Nm sinm JH, (n)cosna& + B’„(n)sinna)dn. 
1 0 


Ist dieses geschehen, und nimmt man die Werthe von G,„(n), H,(n) u. s. w. 


aus den Gleichungen: 


Gm) _ Human) _ G„(n) __H m(n) _ 1 


Aula) ” Bun) — Hudn) ” Eenln) ” mp, (ER 











Im) _ Km(n) _ 1 (n) _ Kun) _ 1 


Ann) — Bm) Aa) — Biulan) R”Q, ey 














so wird der gestellten Forderung genügt. 
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Hat man daher die Functionen A,„(n), B,(n) , A‘.(n) , B‘„(n) der 


Gleichung (8) gemäss bestimmt, so ist: | 











e: gu pP (7 ’r? 

V.= Em cosm% [ m (Am(n)cosn®= + B,(n)sinnz)dn | 
0 e/) R"P m(—— | 
. zynP, e7- r? 

. Im sin m | = A TR (A'„(n)cosnz+B'‘,(n)sonz)dn, 
0 m 
(9.) Lund: 
VON), (T- ) 
= Sm cosm% J 7 (An(n)cosnx + B,(n)sinnx)dn 


® u. R"Qu(- 4 ) 





Fri n?r? 
, E27 On (- 1 -) 
+ Im sın m „m (A’„(n)cosnx + B'„(n) sınnx) dn. 
un) R” Anl - ) 


N 


Es sollen jetzt die gefundenen Entwickelungen benutzt werden, um aus 
der Gleichung (3) p zu bestimmen. Bei dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass 
sowohl Y als g als Potentiale von Massen dargestellt sind, die auf der Oberfläche 
des Cylinders liegen. In Beziehung auf 7 wird diese Bedingung durch die in 
(9) aufgestellten Ausdrücke erfüllt; sie wird auch in Beziehung auf g erfüllt, 


wenn man, entsprechend 


| 





r axymp a ( r? 
p; = Xm como | — EB (C„(n)cosn&+ D,„(n)sinna)dn 
0 v R PA- % —) 


n?r? 


zrmP (— 
n ö mn 4 4 
+ Im sinm fl „mr (C/,,(n) cosnx + D',(n)sinnz)dn 
' o Fri nl ) 





(10.) 








; sugmQ, ( pP 
Pa = Im cosmY% I | a TE ce (n)cosn&@+D,(n)snn&)dn 
0 ey) Re) ın N 





R: 2"), (7 r? 
+ 5m siınm% [ m (Cm (n)cosn& + D'.(r)sın na)dn, 
1 eo) R” Zen -) 
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setzt, wo ( „(n), D,(n) ,„ C’„(n) , D’'.(n) Functionen bedeuten, die eben 
durch die Gleichung (3) ihre Bestimmung erhalten sollen. 
Man hat: 





oVv Er _ DM: Er. Ip; 
ON " {ar ’aN DO 
oV RR OV, op Opa 
,, ör ’9DN, — Or ? 


wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichungen r = FR setzt; es ist daher: 











? R? 
* «=ölog(R"P,(- 
SE PER: Im com} / y G >) (Au(n)cosn® + B,(r)snna)dn 
0 
i »dlog(R"P,("-)) | 
— Sm sinm | IR (A'„.(n)cos& + B',(n)sınna)dn 
1 
0 
und 
2R2 
oV . "dlog(R"Qn(-)) 
3N > 7 cosm# SR (A„(n)cosnz=-+ B„(n)sunx)dn 
0 





a = log(R” On > —)) 
+ Im sinm% IR (A’„(n)cosn& + B',(n)sınna)dn. 
1 

0 


Op Op 
Aus diesen Ausdrücken erhält man die Ausdrücke für IN, und 52 wenn man 


statt der Buchstaben A, B die Buchstaben C, D setzt. Substituirt man diese 
Werthbe in die Gleichung (3), so zeigt sich, dass dieselbe identisch erfüllt wird, 


wenn man: 
CR) mn) Omtn) Dunn) 


A,.(n) ne 5 (n) A mi) B’(n) 


dlog (R"Q„( 7) _Dlog (RrPu(")) 


OR RE 


 Dlog(R"Q,( ——)) log (RrP.(T- ” )) 


OR :  F 











macht. Führt man in diesen Ausdruck 


n? R? 





(11.) o= 1 
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ein. so wird derselbe 








l 
Im) (m er (0) + 20 dl 0) 
1— Ark eg ®_ Be Me 
20 (Po) — — (m(0 RLLLTON 


Nun genügen P„(e) und Om (0) der Differentialgleichung (6); hieraus ergiebt 


sıch leicht: 
AIm(Q 0) dP, . 2 Bulk c 
Im (0) - do. Ka Im (0) = do Ge pm+i ’ 


wo c eine von o unabhängige Grösse bedeutet. Man findet den Werth dersel- 
ben, wenn man o als unendlich klein voraussetzt. Unter dieser Annahme ist, 


nach den im vorigen Paragraph über P„(e) und Om(e) gemachten Angaben: 





d e 0 _ 1 
Pi (0) = 1 " : Sun N 
do m+1 
1.2...m—1 dm (0) 1.2...m 
Om (0) = om E Bi“ "ii = oma 


Für m = 0 ist aber: 


d9 (2) ante 1 








(,(o) = — log [% 5) ) do — a s 
hieraus ergiebt sıch: 
dYm(0) AP.) _1.2...m 
Pm(e) —; — Um), = er 
m\K do v n do um 
> 1 
POT - ee =—, , 
ı do 0 


also 
C,„(n) D,. Dt. = C er _ Dun) 
l 
RR Man... 


0mQ,,(o)(mPnC 


2ık 
(12.) / ieh L.2...m 


\und 

Con) _ D,(n) ur Cs (n) #0 D', (n) 

An) Bo(n) A,m  Bs(n) 
l 




















u Ink Qu) 
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Durch die Gleichungen (12, 11) und die erste der Gleichungen (10) ist die 


Function p für alle Puncte im Innern des Eisenkörpers, und dadurch der mag- 


netische Zustand desselben bestimmt. 
Es ist von Interesse, auch das Potential des magnetisirten Eisenkörpers in 


3eziehung auf einen äusseren Punct, d. h. die Grösse U, zu ermitteln. Wenn 
V und g als Potentiale von Massen dargestellt sind, die auf der Oberfläche des 


Körpers liegen (wie es im Früheren geschehen ist), so findet die Gleichung: 
V,+ty.+ UÜ,=0 : 
Statt. Daraus ergiebt sich leicht: 


n?r? 


/ *2rm()m 4) 
U,= Em cosm$ ' 15 (Em(n)cosna + Fn(n)sona) dn 
v 0 R”QOn(— —) 








+ Im sinmö RR (E’nln)cosn=+l'm(n) sinn a) dn, 
1 0 R"QOm(—, 


. | “Erm()m (= 7) 
. 


En{n) ne P m (n) 2. En (n) Fun) 
Aa) ar BR) IX Au) B’„(n) 














(13.) 
0"Qm(o) (MP) +20 2) 
LaR 2ınk — >86 u 
ci 0" Om (0) (ml ’m(2) +40 - 2) 
1+2nk: © u“ 
Eko). F, (m) _E, n _Fı@) _ Anko0,(0). u Co) 
(4,0) B,(n) 4, DW) — a +4nko0,(0).- m 





wo o wiederum den in der Gleichung (11) angegebenen Werth hat. 


$.4. 


Die aufgestellten Formeln sind nicht gültig, wenn die Kräfte, welche den 
Eisencylinder magnelisiren, ganz. oder zum Theil von einem elektrischen Strome 
herrühren, der den Cylinder umkreiset. In diesem Falle haben die Integrale, 
welche nach dem Fourier'schen Satze den mit A, B, A’, B' bezeichneten Grössen 


48* 
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gleich sind, keine angebbaren Werthe, weil das Potential / nicht für x = — & 
und 2=-+% verschwindet. Das Potential eines geschlossenen electrischen 


Stromes, dessen Intensität nach electro-magnetischem Maasse = 1 ist, ist gleich 
der Fläche, welche der Kegel, der zur Spitze den Punct hat, auf den das Poten- 
tıal sich bezieht, und der durch die Stromcurve geht, von der Kugelfläche aus- 
schneidet, die um denselben Punct mit dem Radius 1 beschrieben ist. Man kann 
nach Willkür der einen oder den andern der beiden Theile, in welche die Kugel 
durch den Kegel zerlegt wird, als das Potential ansehen; nur muss man beachten, 
dass das Potential sich stetig ändert, wenn der Punct auf welchen es sich bezieht, 
seine Lage stetig ändert. (Vergl. Neumann's Allgemeine Gesetze der inducirten 
electrischen Ströme; Abh. der Berl. Ak. 1845. p. 73). Es folgt daraus, dass, 
wenn ein Strom von der Intensität 1, der den Cylinder einmal umfliesst, beim 
Magnetisiren mitwirkt, das Potential /' so angenommen werden kann, dass es für 
x = — @ verschwindet, dass es dann aber für = -+& den Werth 4r erhält. 

Es soll jetzt gezeigt werden, wie in einem solchen Falle der magnetische 
Zustand des Cylinders und seine Wirkung nach Aussen sich ermitteln lässt. 

Es möge das System von Körpern, von welchen die magnetisirenden Kräfte 


ausgehen, als verschiebbar in der Richtung der x Axe betrachtet werden, und es 


u * 


sei & die «Ordinate eines mit diesem Systeme fest verbundenen Puncts. Alsdann 
werden 7, p und U Functionen, nicht bloss von &, r und 9, sondern auch von & 
sein. Differentiirt man die Gleichungen (1 und 2) nach £&, so erhält man Glei- 


chungen, die sich von diesen nur dadurch unterscheiden, dass /, 9 und U durch 





372g aU | ; aV 
2 >» ar und x: ersetzt sind. Daraus folgt, dass, wenn sr das Potential der 
OS Os OS u ’ OS 

. “ . ..f . OÖ fi > ” “ . > . ® . 
magnetisirenden Kräfte ist, 5 diejenige Function ist, deren Differentialquotien- 


- 


' OU, 
ten die magnetischen Momente im Innern des Cylinders bestimmen, und "ne das 
i > 


Potential des magnetisirten Cylinders in Beziehung auf einen äusseren Punct. Es 
OV L . er 
- sowohl für = —& als für e=-+9%, auch wenn die 


€ 
c 
> 


verschwindet aber 5 


Kräfte, deren Potential 77 ıst, von electrischen Strömen herrühren; daher können 
R 2 . . " Op; 

die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln benutzt werden, um 57 und 
> 


dU, OV : j i e Ä 
7: aus 5; Zu finden. Bestimmt man die Functionen A, B, A’, B’ so, dass die 








y ® ... . . .. =: OV 
Gleichung erfüllt wird, in welche (8) übergeht, wenn man / durch 57 ersetzt, so 


- 


De 


Op; OU, 





sind die in (10 u.13) für p, und U, aufgestellten Ausdrücke = 5; und=7r: 
> > 
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Die Grössen Y, p, U sind aber Functionen von x — £&; est ist daher: 





OoV oOV Op __  OV oaU OU 
E . BE mn... Be’ DE Da’ 
oV ar v 7 
Ersetzt man also in (8)/ durch 5, so geben die in (10 und 13) für p, und U, 
OÖ OU, a v 
aufgestellten Ausdrücke die Werthe von ind und - Aus diesen erhält man 


Ox dx 
durch Integration p, und U, selbst. Die hierbei eintretenden Constanten der 
Integration können Functionen von r und # sein. Um den magnetischen Zustand 
des Cylinders und seine Wirkung nach Aussen zu ermitteln, ist es nur nöthig die 


Differentialquotienten derselben nach r und $ zu kennen; diese werden dadurch 


en u IE Br 
estimmt, dass 9, > D% ? Br ’ 0 





für = +» verschwinden müssen. 


$. 5. 


Es soll der Fall näher untersucht werden, wo die magnetisirenden Kräfte 
von einem Kreisstrome herrühren, dessen Mittelpunet in der Axe des Gylinders 
liegt, und dessen Ebene senkrecht auf dieser Axe steht. Der Strom habe die In- 
tensität 1 und den Radius s; der Mittelpunct desselben sei der Anfangspunct der 
Coordinaten ; dann ist fürr = ®: 


de 2r(1 ns V(s? nr =) 


also 
OV 2ns? 


— 
-— 


Or ($? + a2)!" 





Bedeutet/(x) eine Function, für welche f(— x) = f(+ x) ist, so hat man nach 
dem Fourier’schen Satze: 


f(x) = „Jin. cos naf du. cosna.f(a); 


die Function "45 genügt der für f(x) ausgesprochenen Bedingung, daher ist für 


r—=(0: 





oV _ far fee cosne 
Ir n. BE (2+ a) 
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oder, wenn man sa vor «& schreibt: 


Bi © 
dV ‘da,cosns« 
Fr 4 IV dn.cosnx , 
u . (+) 


Das nach « zu nehmende Integral kann man auf das Integral: 


[eosre.de 
e/, | (L+o2)’ 


zurückführen, und dieses lässt sich auf folgende Weise finden: 


Es ıst: 


ay? Bj 1 
Je dy = ıVr'z> 


0 


also, wenn ® =1-+.uo gemacht wird: 
l 2 JE TR 2.,2 
— m — „—y" may" ] r 
en ri dy, 
yv(l+a) yr, J 


mithin: 


cospa.d« 2 . oz 
—————— nn GE ou ( —y ] . ya J / 
r re t ( COSD U ,t# «da 
ee Vr’ I / 


0 


oder, wenn man y’ = u setzt: 


1 .. E p® 
1 —— 4u 
= 31 -e”,e du, 
v uU 


4) 


oder endlich bei der in ($. 2.) gebrauchten Bezeichnung: 


[ospe.de ) (£) 
e), vi+o) 0 4 


Statt dieser Gleichung kann man auch 


cosa d« _/iD 
Fer u 
I Vp+er) 7 3eo\g 


schreiben. Differentiirt man nun nach p, so erhält man: 


I) 
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f re ° 
4 v (p+ a2)? 2 dp 0 4/ 


oder, wenn man 
d0,(0) 





(15.) = 0) 
setzt: 
cospa.de Pr ru (P} 
————o OATI 
“) (l +02): 4 R 4 


Der Gleichung (14) zufolge ist daher für r =: 


an = — 4 /An cosnz ot (ER 


dx 


Für ein unbestimmtes r hat man aber nach der ersten der Gleichungen (9): 


222 
ay P, (—- Fr 
5,” Jan cosNnx —n; : mE A,(n); 
4 


die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke zeigt, dass: 


Am=-AP(l,) 7 rl): 


Setzt man, entsprechend der Gleichung (15): 


dP,(o) : 
do Tr P, (0), 


so erhält man aus den Gleichungen (10, 11, 12 und 13): 














2 emncnpach 
re 1+4ak(")P/ ie 7,0) R? 
:R? R? R?\ 3 n? s? 
OU, = dn.cosne.(", zy. P, (— it Pr (5 Er AR (- nn 
(16.) Or = l6rk: n: R: P, n? —r n? RR? 2. 
1442 P/()- 0, 


Ich füge noch folgende Bemerkung hinzu. 
i Ei 
Aus dem für A,(n) gefundenen Werthe folgt, dass — } 


ten Integrale 





272\ 282 2 
ner\ ns n?s 
Jäncos nx.P (7 )-T —0, (7- 
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gleich ist; dieselbe Grösse lässt sich aber auch durch elliptische Integrale ausdrük- 
ken. Thut man dies, so erhält man den Werth dieses bestimmten Integrals durch 
elliptische Integrale ausgedrückt. Betrachtet man statt des Potentials eines Kreis- 
stromes das Potential einer Kreislinie, die auf der anziehenden Masse gleichmäs- 


sig vertheilt ist, so gelangt man auf ähnliche Weise zu der Gleichung 
n (er n? 5? 2 5 dp 
come Bl). 
Jdncos n@P,\y)-2\7 Var6Hn ya Trage . 
e 0 2 


Bei der Ableitung dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass s>r ist; sie 
gilt auch nur unter dieser Voraussetzung, da das Integral auf ihrer linken Seite 
keinen angebbaren Werth mehr hat, wenn sr ist. Es geht dies aus der fol- 
genden Betrachtung hervor. 


Für ein unendlich grosses o Ist! 
Oslo) = Vr erre 
Ile) = Vroe S 
> ER hr... 2) 


und daher für ein unendlich grosses n: 


n?® “ = 2 ij 1 
Du u u I oo .—mnls-r) . 
PETTIRNII T 55 


dieser Ausdruck verschwindet, wenn s>[r, er wird aber unendlich gross, wenn 


ey st. 


$. 6. 


Liegen die Mittelpuncte der magnetisirenden Kräfte in unendlicher Ent- 


lernung, 


ın diesem Falle lässt sich der magnetische Zustand des Cylinders finden, indem 


so sınd die hier angegebenen Entwickelungen nicht anwendbar. Aber 


man ıhn als ein Rotations-Ellipsoid mit unendlich grosser Excentricität betrachtet. 
Ein Ellipsoid wird durch Kräfte, die für alle seine Puncte gleich sind, 


gleichmässig magnetisirt, d.h. so, dass die magnetischen Momente, bezogen auf 


die Volumen-Einheit, constant sind. Bedeuten «, ß, y diese magnetischen Mo- 


mente, sind ferner die Haupt - Axen des Ellipsoids die Coordinaten- Axen und 








H 
; 
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a,b, c die Componenten der magnetisirenden Kraft, so ist, wie Neumann ge- 
zeigt hat: 


/ pm ka 

PER <i> 540 9 
kb 

. P=Tirim 
kc 


Yy=IrRo' 


wo A’, B’,C? gewisse, von den Verhältnissen der Haupt-Axen abhängige, Grössen 
bezeichnen. Für ein Rotations-Ellipsoid hat Neumann die Werthe dieser Grössen 
aufgestellt; führt man in diese Werthe die Bedingung ein, dass das Ellipsoid 


ein unbegrenzter Cylinder sei, dessen Axe die x Axe ist, so erhält man: 
Au , Bl’ = 


für den Cylinder ist daher: 


aka 
kb 
P= +2 
BE, 
Y=Ir2ık' 


Kennt man den magnetischen Zustand, in welchen eine Eisenmasse durch 
Kräfte versetzt wird, deren Mittelpunct in unendlicher Entfernung sich befindet, 
so ist man im Stande, die magnetischen Momente derselben Eisenmasse anzuge- 
ben für den Fall, dass sie durch irgend welche Kräfte magnetisirt ist. Man ge- 
langt hierzu durch Anwendung folgenden Satzes: 

Das Potential einer Eisenmasse, die magnetisirt ıst durch ein System I, ın 
Beziehung auf ein SystemJI, ist gleich dem Potential derselben Eisenmasse, wenn 
sie magnelisirt ist durch das System II, in Beziehung auf das System 1. 

Dieser Satz lässt sich wie folgt beweisen. 

Es sollen 77, 9, U,, die drei Grössen Y’, o, U für den Fall bezeichnen, 
dass die Eisenmasse durch das System I magnetisirt ist, /,,g,, U, dieselben Grös- 
sen für den Fall, dass das System II den Magnetismus hervorruft. Das Potential 


der durch I magnetisirten Fisenmasse in Beziehung auf einen äusseren Punct ist 


dann: 
ds Op 
U . j& "am ’ 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIN. Heft 4. 49 
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wo r die Entfernung des in Rede stehenden Puncts von dem Elemente der Ober- 
fläche, ds, bedeutet; das Potential der Eisenmasse in Beziehung auf das System, 


welches durch U/,, bezeichnet werden mag, ist daher: 


. V 4 
Un= —r fas.H 2,4 


wo 7, auf den Ort des Elements ds zu beziehen ist. 
Für alle Puncte der Eisenmasse, also auch für ihre Oberfläche ist aber: 


Pr, ++, =0; 


. R\ ® E Iv 
= kfas.9 BE + fa. Un. 


Substituirt man in diese Gleichung: 


ds’ Op, 
Pe € ON; ’ 


wo ds’ ein zweites Element der Oberfläche, N; die Normale desselben und & die 


daraus folet: 





Entfernung der beiden Elemente ds und ds’ bedeutet, so erhält man: 


7 Of dsds Op Op 
Un = kfas.ge ana f fü "3m DN, 
e 


der Ausdruck rechts in dieser Gleichung ändert seinen Werth nicht, wenn man 





die Indices 1 und 2 a denn es ist 


If, Of; 
Is 27 y Alm PR. ON; 


weil p, und y, Potentiale von Massen ausserhalb des Eisenkörpers sind; hieraus 
geht die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes hervor. 

Dieser Satz soll nun auf den Fall angewendet werden, dass das System II 
ein Magnetpol ist, der unendlich entfernt liegt. In diesem Falle ist 


V,=— (ax+by-+ cz) 


zu setzen, wo a, b, e die Componenten der Kraft bedeuten, die der Pol ausübt; 
es wird also: 


U, , = fa (ax +by-+- cz) 2 


I 





ON; ’ 


ak ds.x* + bh AM y° an +ck FR 2 








R 
Ei 
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Die Coeflicienten von a, 5, e rechts in dieser Gleichung sind die negativ genom- 
menen magnetischen Momente des Eisenkörpers, wenn er durch die Kräfte, de- 
ren Potential 77, ist, magnetisirt ist; bezeichnet man diese Momente durch Z,, 


M,, N,, und beachtet, dass sie unabhängig von a, b, ce sind, so erhält man: 





| U. 
Sg da 

a; OU,. 

u ee 3 
OU). 

ee 


Nach dem vorausgeschickten Satze ist aber: 


94 
0, = —hfasv,. > 


oder auch, wenn man durch de ein Element des Volumens des Eisenkörpers be- 


oV, 4 OV, Op, , 9 V, 9a 
U. = kfih d2 da a dy " 32 





zeichnet: 


Substituirt man einen dieser beiden Werthe von Ü/,, in die Gleichungen für Z,, 
M,, /\,, so erhält man diese durch g, ausgedrückt; welches als bekannt voraus- 
gesetzt ist. Bei der Ausführung der Differentiationen nach a, b, ce verschwinden 
diese Grössen aus der Rechnung, da 7, unabhängig und, eine lineare Function 
von ıhnen ist. 


Für ein Ellipsoid, dessen Haupt- Axen die Coordinaten - Axen sind, ist: 


ae DE _ RE 
PpFIsiA 18 1+%6,’ 


daraus ergiebt sich — wenn der Index 1 jetzt weggelassen wird: 


k ' 37 
L= 544, fga» 
k ° 39V 
M=- zn, je dy’ 


k “DV 
N=—T;K / de: 


Diese Ausdrücke sind identisch mit denen, welche Neumann auf eine andere 





Weise hergeleitet hat. 


49 * 
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Für den unbegrenzten Cylinder werden die Ausdrücke für die magneti- 


schen Momente folgende: 
dV 
L = fach, 




















Bau k dV 
(18.) M=— re u’ 
k “av 

ai m JeR 


Die erste dieser Gleichungen lässt sich folgendermassen schreiben: 
L=—kfdy.de(V,—V_.); 


wenn man durch /_ und F_, die Werthe von fra =» unde=— © 
bezeichnet. Rührt 7 nur von Magnetpolen her, die im Endlichen liegen, so ist 
Y, =’. =VQ, also auch Z=0; ist der Cylinder durch electrische Ströme, 


die ıhn umkreisen, magnetisirt, so ist, welches auch die Gestalt der Stromecur- | 


ven sei. 


Y_—-V_, =4x.In, 


e.) 


wo / die Intensität der Ströme und „ die Zahl der Windungen bedeutet, in wel- 
chen dieselben um den Cylinder geführt sind. Es wird dann also: 


L=— An’k.R’In, 


wo AR wieder den Radıus des Cylinders bezeichnet. 


. # 


un 


Der durch die Gleichungen (10, 11 und 12) bestimmte Ausdruck von 9; 


vereinfacht sich sehr, wenn man den Radius des Cylinders, A, unendlich klein 


| ?R? h 
setzt. In diesem Falle wird o, d.h. — unendlich klein; die Gleichungen (12) 


geben dann für jedes u, ausser für nm = 0: 





( m (n) ee D..(n) = Cm(a) _ Da(a) 1 


Ana) Bam) Ana) Bun) 1+2nk 





und 
C,(n) _ Dun) Com) _ D,m) 


An) Ba) Al) Be)" 
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Bezeichnet man das dem m = 0 entsprechende Glied der in (9) gegebenen Ent- 
wickelung yon 7; mit 7‘, d. h. setzt man 


1 


0 


so giebt der in (10) aufgestellte Ausdruck für g;: 


V; . 2 


(19.) = —V?- Ir2nk' 


Diese Gleichung ist zunächst nur für den Fall bewiesen, in welchem die Glei- 
chungen (9 und 10) gelten, d. h. für den Fall, dass der Cylinder durch Magnet- 
pole, die in der Endlichkeit liegen, magnetisirt ist. Aber auch wenn ein elektri- 
scher Strom, der den Cylinder umfliesst, bei seiner Magnetisirung mitwirkt, kann 
man sich der Gleichung (19) bedienen, um seinen Zustand kennen zu lernen. 


In dıesem Falle ıst nämlich: 








Op: _ 99 ( IV; 98V 
Da. . 8. 21: 38NdE . 35)- 
Durch Integration nach x erhält man hieraus: 
V; — v0 
”o_ 
u 4 —1-+2nk ’ 


av" OV; OV; 
die Grösse C muss hier von r und 4 unabhängig sein, da 5, 5, und zz für 


I; Ip; 
x —===% verschwinden, und für dieselben Werthe von x auch dr und 39 


verschwinden sollen; daher wenn die Grösse C auch nicht = ist, hat ihr 
Werth doch keinen Einfluss auf die Differentialquotienten von g;, die allein den 
magnetischen Zustand bestimmen. 

Mit Hülfe der Gleichung (19) lassen sich leicht die magnetischen Mo- 
mente des ganzen Cylinders berechnen; man gelangt dann für den hier betrach- 
teten Fall zu den halben Ausdrücken, die in (18) angegeben sind. 

Rühren die magnetisirenden Kräfte von einem kreisförmigen elektrischen 
Strome her, wie er in ($. 5) betrachtet worden ist, so wird die Wirkung des Cy- 
linders nach Aussen durch die Gleichung (16) bestimmt. Durch die Annahme, 
dass J2 unendlich klein ist, geht diese Gleichung ın 


OU, 











n?r\n?s? j n?s? 
ar > ArkR’ Jdn. cosnw.n 0,5 ok 4 ) 
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über. Hieraus lässt sich leicht der Ausdruck für das Potential des magnetisirten 
Cylinders in Beziehung auf einen zweiten Kreisstrom bilden, dessen Mittelpunct 
in der Axe des Cylinders liegt, und dessen Ebene senkrecht auf dieser Axe steht. 
Es sei FF dieses Potential, der Radius des zweiten Kreisstromes sei = r, seine 
Intensität = 1, und & der Abstand der Mittelpuncte der beiden Ströme; dann 
hat man, mit Rücksicht darauf, dass die Summe der Massen, deren Potential U, 


ist, verschwindet: 


— 
nr dr 





IV = 27 


Da Q,(g) der Differentialgleichung genügt, die man aus (6) erhält, wenn man 


m = ®Ö setzt, so Ist: 


O:.(g) 758 00%): 


N 


und daher 





also 





Hieraus folgt: 


- 222 2 ‘) 2 
IV = — 16r7°%k BR Jdn cosnx —- Ur (7) oO, (7) 


Anhang. 


Die Grundgleichungen der Poirsson’schen Theorie des inducirten Magne- 
tismus, nämlich die Gleichungen (1 und 2), können aus der Annahme hergeleitet 
werden, dass das magnetische Moment einer Kugel von weichem Eisen, bezogen 
auf die Volumen-Einheit, wenn die Kugel unter dem Einfluss einer für alle ihre 
Puncte constanten Kraft sich befindet, gleich der Intensität dieser Kraft, multipli- 
cirl mil einer constanten Grösse ist. Die Versuche von Müller und FVeber ha- 
ben aber gezeigt, dass diese Annahrmne nicht zulässig ist, wenn die magnetisirende 
Kraft sehr stark ist, und haben zu dem Schlusse geführt, dass die Grösse, die nach 
der Porsson’schen Theorie constant sein soll, von der Intensität der magnetisi- 
renden Kraft abhängt, in der Weise, dass sie um so kleiner wird, je mehr die 
Kraft wächst. Ich will die Gleichungen ableiten, die bei dieser Annahme an die 
Stelle der Gleichungen (1 und 2) gesetzt werden müssen. 


Es seien a, 3, y die magnetischen Momente, reducirt auf die Einheit des 


Volumens, einer Kugel, auf die eine constante magnetisirende Kraft wirkt, deren 
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Componenten A, Y, Z sind. Wenn die Coöncitivkraft des Eisens = 0 ist, d.h. 
wenn der magnetische Zustand desselben allein von den Kräften abhangt, die in 
dem betrachteten Augenblicke auf dasselbe wirken, so muss die magnetische Axe 
der Kugel mit der Richtung der Kraft zusammenfallen; es muss daher 


a:ß:y=Ä:T:Z 
sein, und folglich nach der gemachten iii: 
«= X/VYX’+Y”’+Z°) 
(20.) B=F/VXP’+-TP’+Z) 
y=Z/VX’+-VP’+2), 


wo f eine Function ist, die abnimmt, wenn ihr Argument wächst. 

Nun stelle man sich in einer beliebig gestalteten Eisenmasse, die magneti- 
sirenden Kräften ausgesetzt ist, zwei concentrische Kugelflächen, $S und $° vor: 
beide unendlich klein, die zweite aber gegen die erste unendlich gross. In bei- 
den Kugeln können die magnetischen Momente, reducirt auf die Volumen-Ein- 
heit, als constant betrachtet werden; die Kräfte, dıe auf die Puncte der kleineren 
Kugel von den magnetischen Molecülen, die zwischen den beiden Kugelflächen 
liegen, ausgeübt werden, heben daher einander auf. Die kleinere Kugel wird 
demnach in ihrem magnetischen Zustande durch die Kräfte, welche von Aussen 
her auf die Eisenmasse wirken erhalten, so wie von den Kräften, die von den 
magnelischen Molecülen dieser, mit Ausschluss der Kugel $‘, ausgeübt werden. 
Alle diese Kräfte können innerhalb der Kugel S als constant angesehen werden; 
man darf daher die Gleichungen (20) auf diese Kugel anwenden, wenn man un- 
ter A, Y, Z die Componenten der Resultante des genannten Kräfte versteht. Es 
seien x, y, z die Coordinaten eines Puncts im Innern der Kugel $, F sei das Po- 
tential der äusseren Kräfte in Beziehung auf diesen Punkt, und (X), (F), (Z) 
seien die Kräfte, die von der magnetisirten Eisenmasse, mit Ausschluss der Kugel 
S‘, auf denselben Punct ausgeübt werden; dann erhält man: 


oV 
Bd: 


OoV 
T=-,,+(9) 


X= + (A) 


oV x 
Z=-—- 5, +2). 
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Setzt man 
LESE Y-IBERE 
‘ T un . Pe ib ud re 
(21.) ” — fazay dz a aytP öyt Yy Oz j 


wo =°, y‘, z* die Goordinaten eines beliebigen Puncts der Eisenmasse, a‘, ß', y 
die entsprechenden magnetischen Momente bedeuten, & die Entfernung dieses 
Puncts von dem Puncte (x, y, z) bezeichnet, und die Integration über die ganze 


Eisenmasse auszudehnen ist, so ist, wie Poisson gezeigt hat: 


‘ 


OU 4 
+34 


(A)= 


x 


au 


Es wird daher: 


IW+D) 


Y=— Ä 
Oy 


%(V+UT) An 
— —- - 


Z=— 


Ay 
oder, wenn man g durch die Gleichung 

(22.) V + U+ go = 0 
definirt: 


Ip Ar 


Az +74 


Ox 


Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (20), nachdem man dieselben 


auf die Form: 


A = af lV(la + + Y”)] 
Y= PAY + P?+ y) 
Z=yAlV(® ++ y?)] 
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gebracht hat, so erhält man: 


En = kV @ ++) 


o, = Pl V@+ PR +) 
= [1 v@+#+9)- 7 


ee (5) Co) 
3) 19=27r]y(@r)+ en G))] 
y= RL V(CH+CEH)+CH))] 


Bezeichnet man den dem Puncte (z°, y‘, z‘) entsprechenden Werth von p mit 


FINCH+ENI+EH)]=F: 


so erhält man aus (21): 


1 1 
,8- 2. - 

Pi. € Op £ 

(24) ve flag Fra ARTE TR: 


Die Gleichungen (22 und 24) sind es, durch welche die Gleichungen (1 und 2) 


bei der jetzigen Annahme ersetzt werden müssen; sie werden mit denselben 


und hieraus: 


g‘, und setzt 








dx‘ dy‘ u, 


identisch, wenn man F als constant betrachtet und = k macht. Ist die Function 
F bekannt, und hat man aus (22 und 24) 9 bestimmt, so geben die Gleichungen 
(2:3) die magnetischen Momente im Innern des Körpers, und der Ausdruck für 
U ın (24) giebt, wenn der Punct (x, y, z) ausserhalb der Eisenmasse angenom- 
men wird, das Potential derselben in Beziehung auf diesen Punct an. 

Ist der Eisenkörper ein Ellipsoid, und ist die Kraft, die auf denselben 
wirkt, eine constante, so genügt man den Gleichungen (22 und 24) welches auch 
die Function F sei, wenn man @ einer linearen Function von &, y, z gleich 
macht; d. h. das Ellipsoid wird auch bei der jetzt zu Grunde gelegten Annahme 


gleichmässig magnetisirt. Ist 


V=—(ax+by-+tcz), 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 4, 50 
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und sind die Haupt-Axen des Ellipsoids die Coordinaten-Axen, so hat man 


a b c 


PTTHRRTFIFRBYFIERO 
zu setzen, wo A", B°, C* dieselbe Bedingung haben wie in den Gleichungen (17) 


und wo %k aus der Gleichung 


2 


FI N. ES 
(] (a + k Ay rt (il k B°)? rA1+ 0) ae 


zu bestimmen ist. 

IVeber hat in seinen electrodynamischen Maassbestimmungen S$. 569 
Messungen mitgetheilt, die er über das magnetische Moment eines Eisenstäbchens 
angestellt hat, welches einer, in der Richtung der Axe wirkenden, für alle seine 
Puncte constanten Kraft unterworfen war. Substituirt man mit FVeber für die 
eylindrische Form des Eisens eine ihr möglichst nahe kommende ellipsoidische, 
so kann man aus diesen Messungen, und den eben angegebenen Gleichungen die 
Werthe der Function F für gewisse Werthe ihres Arguments berechnen. In 
der folgenden Tafel sind die Ergebnisse dieser Rechnung zusammengestellt; das 
Argument der Function F ist mit u bezeichnet; die mit No. überschriebenen Co- 
lumnen enthalten die Nummern der /Feber'schen Versuche, aus denen die ne- 


benstehenden Zahlen hergeleitet sind. 


M| u | Fu) NM u F(u) 


| | | 





1 | 301 | 235 Ss 2181 | 56 
2| 823 | 135 9 | 1975 6,7 
3 1184 10,2 10 | 1583 Ssı 
4/1512 | 8a | ıL | 1297 9,5 
5 1773 74 | 122 | 967 | 120 
6 2080 6413| 612 169 
7 2397 57 | 14 | 2396 | 35,0 


F(u) ist eine reine Zahl; wu aber ist eine Kraft. Als Einheit derselben 
ist diejenige Kraft vorausgesetzt, die auf die Masse eines Milligramms wirkend, in 
einer Secunde eine Geschwindigkeit von einem Millimeter hervorbringt; es ist 
dies dieselbe Einheit, bei deren Zugrundelegung Gauss in seiner Abhandlung: 


„Intensitas eis magneticae ete.” die horizontale Componente des Erdmagnetis- 


mus zu Göllingen = 1,78 findet. 
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IVeber und Müller sind durch ihre Versuche auf den Schluss geführt, 
dass das magnetische Moment eines Eisenkörpers sich einer endlichen Grenze 
nähert, wenn die Intensität der magnetisirenden Kraft ins Unendliche wächst; 


hieraus folgt in Bezug auf die Function F, dass für ein unendlich grosses u, 
x m R 
(25.) Ku)=, 


ist, wo k eine Constante bedeutet. Man sieht dieses leicht, wenn man sich den 
Eisenkörper als ein Ellipsoid vorstellt, welches durch eine in der Richtung einer 
Axe wirkende Kraft magnetisirt wird. 

Ist der Eisenkörper ein unbegrenzter und unendlich dünner Cylinder, 
und sind überdies die Mittelpuncte der magnetisirenden Kräfte symmetrich um 
die Axe vertheilt, so dass, nach der Bezeichnung in (19) Y= V” ist, so genügt 


man den Gleichungen (22 u. 24) durch die Annahrne: 
(26.) 9go=— (A R U=V0. 


Dass die Gleichung (24) durch dieselbe erfüllt wird, geht aus folgender 
Betrachtung hervor: Wenn der Radius des Cylinders unendlich klein ist, so 
werden zu dem Werthe des Integrals U, in welchem p durch —F, oder 
durch — V', ersetzt angenommen werden soll, diejenigen Theile des Cylinders, 
welche in endlicher Entfernung von dem Puncte (x, Y, z) liegen, nur etwas ver- 


u Ä | . av 38V 
schwindend Kleines beitragen. Man wird daher bei der Integration de’ 


oV j A ‘ . 
Fr und folglich F* als constant betrachten dürfen; die zu beweisende Gleichung 


geht hiernach ın 


| u 1 
Om 1 Jy‘ 1 ?r ”; ar .. oV .) 
u nn er oy day tra op 


über. Die Richtigkeit hiervon folgt aber daraus, dass bei der Porsson schen 
Theorie in dem hier betrachteten Falle durch die Annahme (26) den Bedingun- 
gen der Aufgabe genügt wird; wie in ($. 7) gezeigt worden ist. 

Die magnetischen Momente a, $, y in dem unendlich dünnen Cylinder 


haben folgende Werthe: 


30* 
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FE) 

@7) * 8=--, VE) 
„FU )*+ 


+(5,) 
-— 


+G)) 
=) 
=) D 


Ich bemerke noch, dass diese Ausdrücke für «, £, y auch gelten, wenn 





> 
| 


A m u — 6 


die Gestalt der Eisenmasse eine ganz beliebige ist, sobald die magnetisirenden 
Kräfte von unendlich grosser Intensität sind; es ist dann nämlich / unendlich 
gross, U bleibt endlich in Folge der durch die Gleichung (25) ausgesprochenen 
Eigenschaft der Function F. Aus der Gleichung (22) folgt also, wenn man eine 


endliche Grösse gegen unendlich grosse vernachlässigt: 
op ae V 


und hieraus ergeben sich unmittelbar die Gleichungen (27). Durch Benutzung 


von (25) kann man diese hier auf die Form bringen: 


oV 
OT 
A 


3 


Mi 


HH 


OV 
0 


N we I 6 
oV 


O3 > 


u K 
GE OV,.? 
(z)+ )] 


” 


> 


; v K 
)+@)] 








Diese Form zeigt, dass die magnetische Intensität in allen Puncten der Eisen- 
masse dieselbe ist, nämlich = Ä; die magnetische Axe fällt überall mit der Rich- 


tung der magnetisirenden Kraft zusammen. 


ım Junı 1853. 


Breslau, 
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23. 


Sur la construction des normales quon peut 
abaisser d’un point donne sur une section co- 
| nique completement decrite. 

(Par M. F. Joachimsthal, prof. de math. a l’Universit@ de Halle.) 





On sait que chaque probleme qui depend d’une equation du quatrieme 
degre, se resout par la regle et le compas, en supposant une seule section conique 
completement decrite. C’est sur ce principe que repose la solution du probleme 
en question due a De la Hire. Tandis que le Geome£tre grec qui a traite, le pre- 
mier, celte question, Appollonius de Perge, se sert, outre la conique donnte, 
dune hyperbole equilatere, de /a Hire ne fait usage que d’une circonference de 
cercle, dont les intersections avec la courbe, ont, ä un facteur pres, les m@mes 
abscisses que les pieds des normales. Mais cette methode offre plusieurs incon- 
venients quil est bon de signaler. En premier lieu, telle, que de /a Hıre la re- 
presentee, sa methode n’est qu’un resultat de calcul et ne se rattache A aucune 
proposition de Geometrie; ensuite, le choix de l’inconnue comporte necessaire- 
ment une ambiguite et en dernier lieu, les formules qui determinent la position 
et le rayon de la circonference son trop compliquees pour se preter aisement aux 
constructions graphiques. On adressera peut-Ötre, et a Juste titre, ce dernier re- 
proche egalement ä la nouvelle solution qu’on va lire; et neanmoins je n'hesite 
pas ä la publier; car quoiquelle ne soit pas encore une solution definitive, les 
propositions si simples sur lesquelles elle repose, pourront servir de point de de- 
part pour arriver & une solusion purement geometrique du probleme dont il sagit. 


1. 


Theoreme I. Sıl’on abaisse d’un sommet s d’une conique des per- 


pendieulaires sur quatre normales ä la courbe, issues dun m&me point /, les 
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quatre points 4, 7, 7", 1“, olı ces perpendiculaires rencontrent la courbe de 
nouveau, seront sur une circonference de cercle (C). 


Demonstration. Soit 


2 2 
(1.) + = 1 


l'@quation de la courbe rapportee aux axes principaux, et determinons la position 
d’un point quelconque A de la courbe par un angle 9, de maniere qu'on ait 
= acosp,y=bsingp; soit en outre s le sommet qui correspond 9 = 0}; 
je dis que la perpendiculaire abaissee de s sur la normale au point X rencontrera 
la courbe en un point Z, pour lequel on aura = 2%, x‘ etant la valeur de 
l’angle p qui appartient a 4 En effet, la perpendiculaire abaissee sur la normale 
ötant parallele a la tangente, les arcs elliptiques s% et s/ seront les projections 
de deux arcs de cercle, dont lun est Ja moitie de lautre; mais les angles p et p’ 
etant la mesure de ces arcs, l'’@quation p’ = 2 aura evidemment lieu. 


Designant par & et » les coordonnees du point f, lequation 
(2.) assinp— bncosp = (a?— b’)sinpcosp 


donnera les valeurs de 9 quı correspondent aux pieds des normales, issues de f. 
Pour obtenir les intersections /, 7, !“, ?” de la courbe et des perpendiculaires 
abaiss6es du sommet s ä ces normales, il faut etablir l’equation en 2p. En elevant 


(2) au carre, on obtient 
(a? — bP)’ sin2yp? = 2(a’? + bb’) — 2cos?2y(P—by)—AabEnsin?2p. 
Si lon pose bsin2p = y , acos2 9 = x, l’equation precedente se transforme en 


(—b) , 222 22 22, 35 2.2 
7 y=2@R+ln)— Tb) — Aalny. 





Retranchons cette Equation de 


2 
(a? — Dj + Zr y’— ar =), 


nous aurons 





2 u. m In 
(4.) (a’ — 6b") (x? +y’ — a?) == 2 3° (a? — b? 7) + Za&ny (a? = b? eo. , 


ce qui est lequation du cercle C. 











; 
e) 
1 
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2 
Theoreme II. Sı lon abaisse du sommet s au diametre mene par 
f wne perpendiculaire qui rencontre la conique en f’, je dis que la tan- 
gente de la courbe en f’sera la corde commune deC, et de la circonference 
deerite sur l’axe qui passe par le somnmet s, comme diameitre. 
Demonstration. En posant 
a? &° — 5? 17? 


ad -2 u 
a? 5? + 0? 7? 


2abEn . 
a?&? + 5? 7? u 








‘ . b 


Sr 


l’equation (4) se transforme en 
2 a? &? + 2?1% „9 
een letund) . 


Mais cette equation demontre notre theoreme, en remarquant que & et „‘ sont 


les coordonnees du point f‘, parcequ’on a 


! -f 
3 7° a—f 


u Da 


nv 


fu 
. 
I 
| 

fr | 


Su 


3. 


En se servant, outre les deux points, fonrnit par la proposition precedente, 
de lordonnee du centre de C, on obtient la solution suivante, ol j’ai garde, pour 
abreger le discours, les designations des n’ 1 et 2. 

Probleme. Abaisser dun point donn€ f des normales sur une conique 
completement decrite. 

Solution. Abaissons du sommet s qui se trouve sur laxe des abscisses, 
une perpendiculaire au diametre qui passe par /; soit f* le point dintersection de 
cette perpendiculaire avec la courbe. Determinons les intersections ı et .“ de la 
tangente f’ et de la circonference decrite sur l’axe qui passe par s comme dia- 
ınetre. Deerivons ensuite une circonference qui passe par z et et dont l’ordon- 


N uk 
nce du centre soit 3_73+ , 
Cela fait, si cette circonference coupe la courbe en /, /‘, /, /'“, les perpen- 


y 


dieulaires abaissees de / sur les cordes s/, s/‘, s/“, s/“ seront les quatre norma- 


les que lon peut abatsser de f sur la conique. 


Chacune de ces perpendiculaires, p. ex. celle abaissee sur s/— rencontre 
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la courbe en deux points; mais elle n'est normale a la courbe que dans le point, 
otı la tangente est parallele a la corde s/, ce qui se determine sans ambiguite en 
menant le diametre qui divise s/ en deux parties egales. 


4. 


Au lieu d’etablir quelques generalisations dont les theoremes (I et II) sont 
susceptibles, je vais indiquer une proposition, qui est fondamentale dans cette 
theorie. C'est le theoreme que voici: 

Thheoreme III. Soient p, g, r trois points d’une conique, tels que les 
normales ä la courbe mendes par p, a et r concourent en un seul point, 
Si l’on tire par le sommet s trois paralleles a gr,rp, p g, qui vont rencontrer 
la conique en p‘, g‘, r‘, le centre de gravite de ces trois points sera sur laxe 
principal qui passe par s. 

C'est ä peine besoin d’ajouter que les theoremes precedents s’appliquent 


indifferemment ä lellipse et ä [hyperbole. 


Berlin, le 10 Septembre 1853. 
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24. 


Bemerkung zur Theorie des Grössten und 
Kleinsten. 


(Von Herrn Simon Spitzer, Assistent und Privatdozent der Mathematik am K.K. polytech- 
nischen Institute zu Wien.) 





Man suche die höchsten und tiefsten Puncte der Fläche, deren Glei- 


chung 
(1.) z=yp(a,Yy) 
ist. Um sie zu finden, hat man bekanntlich von den beiden Gleichungen 
dz dz 


Die reellen Wurzeln & und y zu suchen, ihre Werthe in 


gy(c+h,y+k)—y(x ,y) 


zu substituiren, und zu sehen, ob der so erhaltene Ausdruck für alle sehr kleinen 
und reellen Werthe von h und k stets dasselbe Zeichen beibehält, oder nicht. 
Im ersten Falle hat man, je nachdem das Zeichen positiv oder negativ ist, ein 
Minimum oder Maximum, im zweiten Falle weder ein Minimum noch ein 
Maximum. 


Ä dz a 3 i | 
Es kann nun sein, dass - und ,- einen gemeinschaftlichen x und y 
dx dy 


enthaltenden Factor haben. Wäre etwa 


dz dz 
a tayP 53 m,=r@,y).Q 


so werden offenbar beide Gleichungen (2) durch 


va,y)=V0 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIll. Heft 4. 51 
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befriedigt, also für unendlich viele Werthe von x und y. Ich behaupte, in die- 
sem Falle erhält man im Allgemeinen statt höchste und tiefste Puncte, höchste 


und tiefste Linien, deren Gleichungen 


z=g(r,y) 
ıb(e,y) = 0 


sind. J/ch nenne nämlich höchste und tiefste Linien auf krummen Flächen 
solche Linien, deren sämmtliche Puncte dieselbe Höhe haben, deren nächste, 
aber ausser ihnen auf der Fläche befindlichen Punete entweder alle tiefer, 
oder alle höher liegen. 

Dass sämmtliche Puncte der Curve (3) dieselbe Höhe haben, ist leicht zu 


(3.) 


sehen, denn ıb(x,y) = 0 bringt identisch se und > auf Null, und diess hat zur 


unmittelbaren Folge, dass sämmtliche an die Curve gezogenen Tangenten hori- 
zontal laufen; also ist die Curve selbst horizontal. Ihre Gleichungen müssen 


sıch demnach auf die Form 


z=h 
"Y Derme 


bringen lassen; unter h eine constante Zahl verstanden. Man wird um diese 
Form - Aenderung ihrer Gleichungen hervorzubringen (x ,y) durch ıb(x, y) 
dividiren. Ist der Quotient f(x,y) und der Rest hr, so hat man: 


z=g(r,y)= (a, y).f(@,y) +h, 


was sich, für ab(x,y) = 0, auf z= h zurückzieht 


Um zu untersuchen, in welchen Fällen die Curve, deren Gleichungen 


m p(x,Yy) 
ab(a,Y) — (0 





(3.) 
sind, und die man sich in der Form 


eh 
(4) | 


y=f(«) 


vorstellen kann, wirklich eine höchste oder tiefste Linie der Fläche z2= p(x,y) 
sei, gehe man von ihr zu andern, auf derselben Fläche in unmittelbarer Nähe 


liegenden über; etwa dadurch, dass man y um dy wachsen lässt, unter dy eine 
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beliebige Function von x verstanden, die stets einen sehr kleinen numerischen 
Werth hat. 

Man erhält dadurch, als Gleichungen einer in der Nähe der Curve (3) 
auf der Fläche z= p(x,y) liegenden Curve, folgende: 


z=y(x,Y) 
5, p 
6.) y=/f(x)+6öy. 


Die Substitution y= f(x) +dy in z=g(x,y) und darauf folgende Entwick- 
lung nach der Taylorschen Reihe % 
Pr. : 0?2 


z=h+öy: +73 0 *+ ae 





oder, da 5 wegen des innehabenden Factors ı) (x ‚y) gleich Null wird: 


öy? 9° 
z—=h+-< 
1.2 d9? 


d? 
Behält 5° für alle Puncte der Curve ab(x,y) = einerlei Zeichen, so 


ist offenbar die Linie (3) eine höchste oder tiefste. Sollte E Null werden, so 
müsste man, nach der ähnlichen Theorie des Maximum und Minimums das näch- 
ste Glied der Reihe zu Rathe ziehen; ist dieses positiv oder negativ, so giebt es 
weder eine höchste, noch eine tiefste Linie; ist es ebenfalls Null, so entscheidet 
das Zeichen des Aten Differentialquotienten, u. s. f. 

Um daher die höchsten und tiefsten Linien einer Fläche 


z=gY(x,y) 


zu finden, berechne man die Ausdrücke 


dyp(x,y) dp(x,Yy) 
dt d dy 


und sehe, ob sie einen gemeinschaftlichen variablen Factor haben. Es sei ein 
solcher vorhanden, und heisse 
ab (x, Y). 


d’y(x,y) . . 
Dann untersuche man, ob öyi für alleWVerthe, die der Gleichung dr, y)=0 





genügen, positive oder negatie ist. Im ersten Falle ist die Curve, deren Glei- 
chungen 


5l* 
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z=y(x,Y) 
Ub(a,y)=0 


RER? ö a 
sind eine tiefste, ım zweiten Falle eine höchste. Ist aber dy: (für ab(@,y)= 0) 


gleich Null, so bleibe man bei dem ersten hiefür nicht verschwindenden Gliede 


der Reihe 
U’p(x,y) d’p(z,Y) p(z,Yy) 


dy® 5 Oy* $) Oy° ’ ..... 


d"oo(x 
Ist re) 9) 
Oy 


Linie, wenn n gerade ist, und wenn es dasselbe Zeichen beibehält für alle, der 


stehen. dieses erste Glied; so hat man eine höchste oder tiefste 


Gleichung ıb(x,y)=0 genügenden Werthe; aber weder eine höchste noch eine 
tiefste Linie wenn auch nur eine der beiden Bedingungen nicht erfüllt wird. 
Sollte der nte Differentialquotient stets dasselbe Zeichen beibehalten, mit 
Ausnahme einiger specieller Werthe, für welche er Null wird, so muss man für 
diese speciellen Werthe die Untersuchung auf dieselbe Weise fortsetzen. Man 


bilde nämlich die nächsten Differentialquotienten: 


dHpla,y) pay) Mrplz,y) 
3; Oyııı 9  Ayr+2 ’ 


ie, - k d” 
substituire in denselben die speciellen Werthe, welche ri zu Null machen, und 
bleibe bei dem ersten, für diesen speciellen Werth nicht verschwindenden Dif- 
ferentialquotienten stehen; ist dieser von gerader Ordnungszahl, und stimmt das 
Zeichen desselben mit dem Zeichen des nten Differentialquotienten überein, so 
hat man auch in diesem Falle eine höchste oder tiefste Linie. 


Beispiel. Es seı 
— (a? — y’ +1’ —- Wa — Y’+1D)+9 


„le@-y-9) ; n=-he-r-9 


Or 


Diese beiden Ausdrücke haben den gemeinschaftlichen Factor x’—y’—4; 
2. 


ferner ıst s» = — 4x?+12y’-+16; und setzt man hierin <= y’-+4, so ist 


Y 


d?z M - a i NE: . 
>35 =8y’”. Da dieses stets posztze ist (mit Ausnahme des einzigen Falles, wenn 
Oy 


y=0, x==32ist), so ist die Curve, deren Gleichungen 





i 
ES 
= 
= 
& 
3 
1 
Fe 
7% 
= 
be: 
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= (— y+1)— 10? — Y”?+D)+9 


e—y—A4 
oder reducırt 


= — 16 


2 


[a1 


2 
- 


ie 


sind, eine tiefste auf der Fläche z= (a? —y’+1)’— 10(&°’— y’+1) +9 lie- 
gende Curve; falls nur noch die Substitution vny=0 , 2 ==#2 den dritten 
Differentialquotienten zu Null, den vierten aber positiv macht, oder falls der vierte 
Differentialquotient auch Null ist, den fünften zu Null, u. s. f. 
Nun ıst: 
d’z d'z 





also ist bestimmt die Curve eine tiefste, weil der dritte Differentialquotient gleich 
Null, der vierte gleich 24 ist. 


Es ist leicht, diese Analyse auf Functionen von beliebiger Zahl von Varıa- 


blen auszudehnen 


Wien, im September 1853. 
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2). 
Bemerkungen über den Sturm’schen Satz. 


(Von Herrn Prof, F. Joachimsthal zu Halle a. d. S.) 


$.1. 


Her merkwürdige von Sturm gefundene Satz, vermittelst dessen man 
die Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung bestimmen kann, die zwischen 
beliebigen Gränzen liegen, lautet bekanntlich folgendermaassen : 

Es sei f(x) = eine Gleichung nten Grades, ohne zwei- und mehrfache 
Wurzeln, f’(x) der erste Differentialquotient von f(z); wir wollen beide 
Ausdrücke auch zuweilen mit / und F, bezeichnen. — Man dividire mit 
Vin F, bis man zu einem Reste gelangt, dessen Grad niedriger ist, als der 
von 7, verwandle die Zeichen aller Glieder dieses Restes (die + in — und 
umgekehrt), und nenne F, den so veränderten Rest. Man dividire mit 
demselben ın 7,, bis man zu einem Reste gelangt, dessen Grad niedriger ist, 
als der von F,, verwandle alle Zeichen desselben in die entgegengesetzten, 
nenne diesen neuen Ausdruck Y, u. s. w. Bei Fortsetzung dieser Rechnung 
kommt man zuletzt zu einem von & freien Reste, den wir nachdem sein Zei- 
chen verändert ıst, / „ nennen wollen. 


Setzt man ın die Reihe der Grössen 


(1.) ", Vs FRE 


m 


für © den Werth a, und bestimmt die Anzahl w der Zeichenwechsel, welche da- 


durch in ihr entstehen; substituirt man ferner in (1) 5 statt x, und nennt w die 


Anzahl der durch diese Substitution entstehenden Zeichenwechsel, dann ist w-w‘ 
die Anzahl der zwischen a und d liegenden Wurzeln von f(x) = 0. 
Im Allgemeinen enthält die Reihe (1), wenn / vom nten Grade ist, 


n-+1 Grössen; die Quotienten, welche die Division ergiebt, sind dann sämmtlich 
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vom ersten Grade. Bezeichnet man sie mit 9,, 9a, +... 9n-1, so lässt sich der Zu- 
sammenhang zwischen den Grössen (1) folgendermaassen darstellen : 


(2.) «hen I v; , v; u Fa—V 3 . u = Va mi — Pi; 


n 


Führt man noch überdiess die durch 
(2.)* En — Vn In 


erklärte Grösse 9, ein, so ergeben die vorhergehenden Relationen die Kettenbruch- 


Entwickelung: 


(3.) Ab. Sue 1 





s. 2, 


Der einfache und überaus klare von Sturm gegebene Beweis (s. Memoires 
presentds par divers savants a l’Academie des Sciences Tom.V], 1835) beruht auf 
folgenden Puncten. 

1) In der Reihe (1) können nie zwei auf einander folgende Grössen 7 für 
einen Werth des & verschwinden. 

2) Verschwindet für x = c eine der Zwischenfunctionen F,, Fra»... F a 
etwa 7, so haben für denselben Werth des x Y/;_, und Y',,, entgegenge- 
setztes Zeichen. Da aber nur ein Zeichenwechsel entstehen kann, welches 
Zeichen man auch zwischen + und — einschaltet, so bietet die Reihe (1) 
für 2=c—uund a =c+u gleich viele Zeichenwechsel dar, unter u 
eine kleine positive Grösse verstanden. 

3) Wenn x =c eine Wurzel yon f(x) = 0 ist, so verliert die Reihe (1), 
während x von c— u bis e+ u wächst, im Anfange einen Zeichenwech- 


Sc+u 


c—u PENA ’ 
K ) positiv ist, oder anders ausgedrückt, weil 





sel, weil’ negativ, ", —< 
WE Fu) MEY Fc+ u) 
V und V, für = c— u einen Zeichenwechsel, für x = c -+u eine Zei- 


chenfolge darbieten. 
Die erste und zweite dieser Eigenschaften der Grössen / würde noch 
fortbestehen, wenn bei der Bildung von Y,, V;,,.... statt /, oder f’(x) eine be- 
liebige Function ab (x) des (n—1)ten Grades angewendet würde, vorausgesetzt, 
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dass (a) und f(x) ohne gemeinschaftlichen Factor wären. Sturm bemerkt nun ($.26 
seiner Abhandlung) dass eine solche Function ı)(x) überhaupt statt f’(x) in sei- 
nern Satze angewendet werden könne, wenn für die reellen Wurzeln von f(x)=0 
{U (ar) mit f’(@) stets gleiches (oder stets entgegengesetztes) Zeichen habe. Da 
man aber eine solche Function a priori nicht kenne, so sei man genöthigt, zum 
Divisor /, den Differentialquotienten f‘(z) zu nehmen. 

Ich werde in den folgenden Paragraphen zeigen, dass man in der That 


derartige Functionen ab(x) a priori bestimmen kann. 


8.3. 


Es sei ab(a) ein Ausdruck der (r— l)ten Ordnung, der eben so wie f‘(«) 


mit f(x) keinen: Factor gemein habe; es sei ferner 


4) SO) =&-We-n.. an). 


Man dividire das Product f’(z)ıb (x) durch f(x), nenne den Quotienten AR, und 
den Rest welcher den (n— 1)ten Grad nicht übersteigen kann #(x), so dass 


(5.) F(a)ıb(x) = Rfla)+0(x). 
Da nach der Lagrange’schen Interpolationsformel 


‚Y() 
ra üben <S, @— )(® —2)...(@ — x.); 


6(x,) | 
a )= Eu) x) (x — %3)...(X — %,) 


I (c)ıb(a,) = O(x,) 


und zufolge (5) 


ıst, so hat man 


d(x,) 
(6.) (2) => fl er, (x Aa &) (x — x). . (x Zune x.) : 


(7.) (8) = Da) (a - a) — a)... —®, 


vermittelst welcher Gleichungen man, wenn eine der Functionen (x) und 4x) 


gegeben ist, die andre bestimmen kann. 


Haben nun f‘(&) und a'(a) für alle reellen Wurzeln von f(x) = 0 glei- 


ches Zeichen, so muss zufolge (5) #(x) für eben diese reellen Wurzeln positiv 
bleiben; und umgekehrt, bleibt Xx) für alle reellen Wurzeln von f(x)=0 positiv, 
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so werden f‘(&) und ıb(x) für dieselben Wurzeln gleiches Zeichen haben. Die 
Kenntniss einer solchen Function 9(x) ergäbe vermittelst(6) eine passende Func- 
tion ıb(). 

Der Umstand, dass die reellen Wurzeln von /(x) = 0 unbekannt sind, 
macht die Bestimmung von ıb(x) auf die angegebene Weise nicht illusorisch. 
In der That darf man nur für 9(&) eine den (n—1)ten Grad nicht übersteigende 
Function von & annehmen, die für alle reellen Werthe der Variabeln positiv 
bleibt, so wird der Bedingung der Aufgabe Genüge geschehen. Aber noch mehr; 
es seı #(x) eine rationale jedoch nicht nothwendig eine ganze Function, so kann 
man bekanntlich eine ganze Function vom (n —1)ten Grade 9,(x) aufstellen, so 


dass 


9) =) 5; la) = I): ....0() = 9(x,)- 


Ist d(x) für alle reellen Werthe von & positiv, so wird es 4,(x) für die Wurzeln 
von f(x) =0 ebenfalls sein, man wird es also in (6) zur Bildung passender 
Functionen ıb(®) gebrauchen können; da aber 9,(x,) = x,) u. s. w. so bedarf 
es der Bildung der Function 6, gar nicht; man hat vielmehr unmittelbar folgen- 
den Satz: 
I. Bedeutet 9 (z) eine rationale Function von z die für alle reellen Werthe 
der Variabeln positiv bleibt, so kann im Sturm’schen Satze statt f‘(z) oder 
Y , die Function 
b(a)=5 — 2. (2 — 2) (x — 23) ....(2— 2.) 
ai? 2 3 
gebraucht werden. 
Erfüllt eine Function #(z) die vorgeschriebene Bedingung, so wird es 
d(z) | f‘(z)|” auch thun, und umgekehrt; man hat demnach mit gleicher Allge- 
meinheit den Satz: 
II. Bedeutet 9(z) eine rationale Function von x, die für alle reelle Werthe 
der Variabeln positiv bleibt, so kann im Sturm’schen Satze statt f’(x) oder 
F, die Function 


va) = IE) L)R— Vo)... (X — %n) 


gebraucht werden. 

Bei allen Modificationen, die man in diesen Formeln anbringen kann, 
muss man darauf sehen, dass xb(#) und f(x) keinen gemeinschaftlichen Factor 
bekommen. Für die Sätze (I und II) wird dies erreicht, wenn 9(#) für keinen 
Wurzelwerth von f(x) = 0 verschwindet. 
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Anm, Wir bemerken beiläufig, dass wenn #(z) eine ganze Function 


Oo’ 
von Z bedeutet, oder noch allgemeiner eine rationale, die Summe 


Ed) — 2) (2 — 85) 
eben so, wie f’(z) benutzt werden kann, um die Existenz doppelter Wurzeln 
von /(z) = 0 nachzuweisen. Ist 


Ja) = "+he""+hr"" + 


und 9(z) = —z, so wird jene Summe 
h,2"" + 2h, 2” + +-(n—- V)h,e+nh,, 
ein Ausdruck, von dem man auch aus andern Gründen weiss, dass er eben so wie 
(&) = n&"" + (n—1)hx"” + 


mit /(x) einen gemeinschaftlichen Factor hat, wenn f(x)=® eine doppelte Wur- 


zel besitzi. 
$. 4. 


Ehe ich weitere Folgerungen aus diesen Sätzen ziehe, muss ich mehrere 
algebraische Relationen beweisen, zu deren Ableitung ich folgende Elementarsätze 
aus der Theorie der Determinanten gebrauchen werde: 

1) Die Determinante eines Systems, dessen Verticalreihen Summen von 


gleich vielen Gliedern bilden, wie z. B. in dem Systeme dritter Ordnung 
a+tb-+c+d-+re +3 h+ri-+k 
a +b' ce Hd re fg h’ ++ Kk' 
a" + bed" He rg" h“" ri" k“ 

ist die Summe aller partiellen Determinanten, welche man durch die Combination 


von Verticalreihen erhält, die nicht zu einer Gruppe gehören. 


In unserm Beispiele wird demnach die Determinante gleich 


afh | a’fi oe 4 egkh 
a' f h‘ füge | a’ y y‘ KL r Tu g' IA 
| | 


af h | m Pa | | g e | | eg" k" 


| 


die Zahl dieser kleinen Determinanten ist 30. 
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2) Die Determinante des Systems 


IE 1 X, Xz ..... x a 
2 2 ‘ 
A 4 Ka zZ euı00 x. 
„a—1 .a—l ö „a—1 a—l 
A 1 x 2 A 3 .rır. XCa 


ist der alternirenden Function 
(x, u” 2...) (X. 0-2) ..... (v, z x) (na Pr a 4) (2-1 Due %.) ..... (X, zul x) 


gleich. 

3) Diese alternirende Function entsteht aus dem ersten Gliede des ent- 
wickelten Productes 7" x771.....2323%}, indem man statt der Reihenfolge der 
Indices @a, a—1,.....3, 2, 1 eine beliebige andre Permutation derselben setzt, 
und dem neu entstandenen Gliede das + oder — Zeichen giebt, je nachdem die 
neue Gruppe der Indices aus den ursprünglichen durch eine grade oder ungrade 


Anzahl von Vertauschungen zweier Indices gebildet werden kann. 





In dem Satze (2) ist, wie man sieht, das aus den Termen derjenigen Dia- 
gonale gebildete Glied, welche von links oben nach rechts unten geht, positiv 
angenommen worden; dasselbe soll auch für alle übrigen Determinanten gesche- 


hen, welche weiter unten vorkommen. 


$. 5. 


Mit Hülfe dieser Sätze lässt sich ein Theorem beweisen, von dem ich 
leichterer Uebersicht wegen, zuerst einen speciellen Fall erörtern werde. 
Man bezeichne die Potenzsummen a@/ + x5-+ x; mit s;, und bilde die De- 
terminanie von 
aauk 
u. % 
2 
$2 $3 54 x” 
une 


welche nach Satz 1 des vorigen $. aus 3. 3.3. 1 = 27 kleineren Determinanten 


besteht. Man sieht leicht, dass von diesen alle bis auf 6 verschwinden. In der 
That ıst z.B. 


52* 
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at aı | BEN 


| X %ı X % 
= Hai 
wi 2 „ae 
| a1 a1 23 x 





3 


3.3 


| | X X 
Aehnlich zeigt man, dass alle partiellen Determinanten, in denen zwei 
oder mehr Verticalreihen die Potenzen derselben Grösse enthalten, verschwinden. 


Es bleiben demnach nur Determinanten wie die folgende 


2 2 A 
X X, X % | 








3 4 5 3 
x XXX 


und alle diejenigen, welche aus denselben durch Vertauschung der Indices 1,2,3 


entstehen. Die vorhergehende Determinante ist Jedoch gleich 


ET" 


| 
1 


=n2,2 (2-x2,)(2-2,)(2-x,) (8 X,) (23-21) (x,-X 1). 


7 
- 


X, X, K 
oc 962 X X 
Permutirt man in diesem Resultate die Indices 1,2, 3 so bleibt (x-x,)(x-x,)(x-x,) 
ungeändert; die alternirende Function (x3;— x) (X,— x,)(x,—x,) nimmt bald 
das +, bald das — Zeichen an, je nachdem die Permutation der Indices durch 
eine grade oder ungrade Anzahl von Vertauschungen aus der ursprünglichen 


entstehen kann. Addirt man demnach sämmtliche partiellen Determinanten, so 
erhält man 
n R » z ; n ’ i vg BE 
(2 — x;)(e — x;) T— 0 — nr; sm - N RE FH... }- 
Nach Satz (3) des vorigen $. ist aber die eingeklammerte Grösse selbst wiederum 


—= (x, —r,)(2X, —x,)(x,—x,), also hat man 


S] Sn 1 | 


= 1-0), - an), —0)&e— a) — ne). 
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Bedeuten in der Determinante links die Grössen s Potenzsummen nicht von drei, 
sondern von rQuantitäten &,, X, ..... X, so besteht sie, wie genau nach dem- 
selben Verfahren folgt, aus n(rr — 1)(rn — 2) nicht verschwindenden partiellen 
Determinanten; diese lassen sich in Gruppen zu je sechs vereinigen, deren jede 
eine Summe hat, welche wie die rechte Seite der letzten Formel gebildet ist, man 
hat daher in diesem Falle 


I 











Tr ur | 
Si Sg 53 X h 
NN Ace Zn 2) ale x.) } (x — x) — 2,)(x — x) 
Sp Sy Sg & 
Sy Sg 55 =” 
S. 6. 
Genau eben so beweist man folgenden allgemeinen Satz: 
Bezeichnet man die Potenzsumme &, +23 -+# ..... + x, durch s;; ferner 
«G—-D.... EN 
das Quadrat des Productes, welches aus den © 5 “Differenzen der iGrössen x‘, 
Bo x; gebildet ist, durch d (x, x,, &3, ..... x;), so Ist 
So Sı Sa 004 Da 1 
a 
y. |=30d(x,r. (ar, ce — x u 
(8.) S3 S3 5; RN. Su g6* \ 15 PARKETT al ı)( E;;. ( a)Js 
ERAIRER-- a| 
Sa Sa+l Sa+2 u...» S2a—1 X | 
& ; N n(n—]) ..... (n—a+-1 „, . 
wo die rechte Seite eine Summe von 1 3 ee ähnlich gebildeten 


Gliedern enthält. Eine der Folgerungen, die sich aus (8) ergeben, muss noch 
erwähnt werden. Vergleicht man den Coefficienten von x“ auf beiden Seiten 


der Gleichung, so erhält man 


(9.) | 51 $3 S3 ..... Sa — Nd(x,,8%, Ben: X) e 


Sa-ı Sa Saorl ....» 24-2 


eine Formel, die von Cayley und Borchardt ın ihren weiter unten zu erwähnen- 


den Untersuchungen über den Sturm’schen Satz, angewendet worden ist. 
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Man kann die Relationen (8 und 9) noch verallgemeinern. Setzt man 


nemlich 


so ıst: 


(11.) 


Der Beweis dieser Verallgemeinerung ist dem in $.5 gegebenen fast wörtlich 


gleich. 
$. 7. 


Es sei die Determinante in (8) der Kürze halber Y,, der Co£fficient, mit 
welchem in Y, die höchste Potenz © multiplieirt ist, heisse #,. Bezeichnet man 
durch Y,, F,, Y., ..: F% die Werthe von Y, für =%,,2 =a, u. s. w., so 
hat man: 

(12.) 


NY, + T.+... +” =0, füri<a 
Irre REN = ke; 


welche Relationen als Verallgemeinerung eines sehr bekannten Systems von 


Formeln angesehen werden können. Ich werde, der Einfachheit halber, die 
Richtigkeit dieser Formeln für @ = 2 nachweisen, da für ein beliebiges, n—1 
nicht überschreitendes a, dieselben Schlüsse gelten. Man hat zufolge (8 u. 9) 
h,=|s,s1|=x0 (#1, ) (a — a) aa); | 50 51 5 =»0o (21, 22,23). 
SS X | 51 52 53 | 
} | 
| | | 


$2 $3 u | $2 $3 $4 | 


Setzt man ın Y, @ = x, so wird 
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Y; (3 — 2)’ (0 — a) 0) + (ma) (mx 2) (2 — &,) u 977 
..... > (x. In x.) (x, 2 &,-ı) (2, en 2 ; 


oder, wenn man einen Ausdruck wie (— 23)’(&, —2,) (x, — 2,) mit (1; 2,3) be- 


zeichnet, wo also (1; 2,3) = (1; 3,2) ist, so hat man 


Y,=(1;23,3)+(l:2)-+ ee +(;.-—1,»). 





Aehnlich werden die Ausdrücke für F;. F5, ..... F®; jeder derselben enthält 
— ] az 2 . u . . 
sand e 2 Glieder; eine Summe wie die folgende 


mr, +... 4a, /Y 


ER BE —1)(n—2 
wird deren also a. ee enthalten. Diese lassen sich in a an > drei- 








gliedrige Gruppen ordnen, deren eine z. B. aus den Termen besteht: 
(12,942) +5 


i ; 
0(2,,23; x). 


— (a, -23)(2,-25)  (9-8)) Are Free -23) 


Die eingeklammerte Grösse verschwindet für =0 und =1; sie wird der Ein- 


heit gleich für = 2, also ist 


zyr=0 ; au, =06 ; zn ii. 


$.8. 
Die Formeln (12) reichen aus, um eine Fundamental-Eigenschaft der Grössen Y, 
nachzuweisen. 
Setztman Y, =\, 2° + WR" +... 


F de a—l a2 
Y a—1 N.-1 X u Ha x + +... 


und dividirt mit Y,_, in Y,, so erhält man einen Quotienten erster Ordnung 








A, Ha w . Aultod 
—c+ r ’ 
An—ı ha- 


oder wie wır kürzer schreiben wollen 
ha 


Aa + M, 
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während der Rest, nachdem sein Vorzeichen geändert worden ist, gleich 
(13) Zza a2 +0” + 


sein mag, so dass 


14) Lelt2+M)1.-Z. 


—1 
a 7 \ a 


Wir wollen die Function Z jetzt wirklich bestimmen. Setzen wir in (14) der 


Reihe nach x,, X, x, für x, so erhält man: 


BR 2. 2 ” 
= ae ? Ex x,+M) Br (« + Gy X — O0, X] + ..... 0,0% ?) 


vo—l 
id ba 


sie (. .,+M) — (a + +%23 + +... +a,_ 
vr 


E 2 
’(n) (7 ) (dl , / A \ ı 2 t 
} . _— } Fi (; In M) (& , a Kon . In 


va—] 


Addirt man diese Gleichungen, erstens ohne eine Aenderung mit ihnen vorge- 
nommen zu haben, dann aber, nachdem sie mit &,,%,, %,, ferner mit x,%%2,... 
a—?2 a—?2 „a—2 


x, u.s.w. und schliesslich mit x7”, 5” --- , ©” multiplicirt worden sind, und 


nimmt dabei auf die Relationen (12) Rücksicht, so erhält man 


as tus #5 


05 tm tms + 


a5..3 tr Ss. tr %Ss.N Ft 


._ = 4S,n + %S.M tr &%S, 
Ya— 


Fügt man hierzu noch 


Z=a tax +00? 


0 


59 5 ze S-3 Sa—2 


S| $2 ..... a2 So-l 


y o . ‚a—2 
a—2 Sal .....o S2a-5 920-4 A 


also nach der bekannten Bildungsweise der Determinanten: 
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| r 
KM So $ı un... Pr —j 1 To Z Ay 5 ....0r..0. So—2 | pen 0 
$ı $2 ..... S, _! X N 5 52 ...... m... N | 
| | | 
| . a „a—2 h r 4 
| Sa-2 Sa-ı "+ S2a-5 I a2 Sa] ee 22-4 


oder nach der $. 7 eingeführten Bezeichnung 


2 
ha Y 


et, a2 


22 
ba 
. 


72 a—? ® 


va—l 


” 








— Z\, ‘1 =0; woraus Z = 





Der Rest der Division von Y,_, ın /, ıst also, bis auf einen constanten Factor 
—= TY,_,. Setzt man den Werth von Z in (14) ein, so erhält man 


- Y re r\ u Sn ta—1 hu , 
(15.) = Be re) Y.ı,— %_ } 


2,” m 


$. 9. 


Die Gleichung (15) gilt, so lange a “n und > 2 ist, für Y, ist die 


Einheit zu setzen. Da aber die Anzahl der Elemente Xys Kay X, unbeschränkt 
ist, so werden, wenn r >2a— 1 angenommen wird, die Potenzsummen sy, sı> 


Syy *** 20. von einander unabhängige Grössen. Wir haben also den Satz: 


HI: Sad: , S1> Sg, + $2.-ı beliebige Grössen, und setzt man 

Y,=50 Ein FR RR Kams u. Boah Sa-ı 1 „Y 259 Sr Sa-3 1 $) 
Rik * es | | 
15] 392 ...+. an Sa Z | 5 9 „0.0 Sao--1 2 5 $2 ... Sa—2 x | 
.' | - | : | 
39 $5 ..... Sa Ss +1 x | | a—%) 
[4 da | . BEN I$a-29 2-1. S2a-5% i 

: | Sa— Sa . $2a-3 A 





x a 
Sa Sarı"''"" $20—2 S2a-ı # 


bezeichnet man ferner die Coefficienten der beiden höchsten Potenzen ın Y, mit 


\, und «in Y,_, mit A,_1, 4.-ı so hat man 





\ > ha la Ba a Ua— 1 
(16.) Y, = ar PER Mn =, ty, A I2_, Ms 
va—l iR l ka— 
oder 
(17.) NÜuF,. vu. (X, Na X — UuN.- A = N, Abs) Y, ER. N? 8 i —(). 


Anmerkungl. Die Ableitung 


n>2a—1egleich sei. Bekanntlich sind aber zwei rationale Functionen von 5, 
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setzt voraus, dass s, einer ganzen Zahl 
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überhaupt gleich, sobald sie es für alle sanzzahligen Werthe der Variabeln s, sind, 
die eine gegebene Gränze überschreiten; also ist (16) ohne alle Einschränkung 
richtig. 

Anmerkung?2. Der ın (16 und 17) ausgedrückte Satz ist zuerst von 
Jacobi in der Abhandlung „De eliminatione variabilis e duabus aequationibus 
algebraicis (Band 15 dieses Journals) aufgestellt worden; wo er das letzte 
Theorem im Schlussparagraphen der Abhandlung bildet. Die von mir gegebene 
Ableitung desselben ist von der Jacodi'schen durchaus verschieden. Ich wurde 
auf noihwendige Weise zu den obigen Gleichungen geführt, indem ich den 
scheinbar specielleren Fall zu behandeln hatte, in welchem die Grössen s Putenz- 
summen bedeuten. — Nachdem ich in den $$ 6, 7,8, 9 den Apparat von For- 
meln aufgestellt habe, welcher zu weiteren Untersuchungen über den Sturm’schen 


Satz nothwendig war, kehre ich zu letzterem jetzt zurück. 


. 10. 


Die einfachste stets positiv bleibende Function #(x) ist offenbar eine po- 
sitive Constante die man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tbun, gleich eins 
annehmen kann. Diese Hypothese macht die Function ab(x) des Satzes II ($. 3) 
dem Differentialquotienten f’(x) gleich. Die Function ıb(x) des Satzes I jedoch 


verwandelt sich beı dieser Annahme ın 


1 
18) page n)a@—a 


wo unmittelbar hinter das Summenzeichen ein Glied als Bildungstypus der übrı- 


gen geschrieben ist. Da die Functionenreihe der F”s ($. 1) alle in $. 2 ange- 


gebenen Eigenschaften beibehält, wenn man, ehe 77, F, gebildet werden, 
F und F, mit demselben constanten Factor multiphicirt, so wollen wir um die 


Brüche in (18) fortzuschaffen /(x) und jene Summe mit 


multipliciren, Dadurch werden die beiden ersten Functionen 


V= dla, 0 %,)(C 2) (RR). (C- %) 


v, = Zölx Kos .... 2,,Na-2,) (x—-x,)- ... (x u 
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oder mit Berücksichtigung der Formel (8.) 
Par: Per. 


Führt man die Division von 7”, in / aus, und berücksichtigt, dass nach (16) 








Y,.=Y(la+m)—RY. 5 when 
so sıeht man, dass 
V,=Er,.. 
Aehnlich ist nun wiederum 
De = 2,2 (),_c-+m,_ı) —. RB; AR ‚ wo hi — ja Mu Heer ale 
oder 
I,= r; =. “ _ 2-1 ER 
woraus 


A 
v; m 2_,) n—; ® 
Wir schliessen nun weiter, weil 


u a V V. 
I. = Y,s(h + m,_.) —h_.Y._, oder = Zu („2x -+m,_.) — ERDE 


woraus 


2 


x 
V, — V; B_, FRE - + M,_.) — R Ba A be) 
dass 
v, Don SUR 
Eben so findet sıch 


” 4 r u, 
V,= ab Y,. 5 v ‚= ER, Y, u.5S. w. WO I, = ,„— bedeutet. 


5 
va—l 


Da die Factoren, mit welchen die Y’s multiplicirt werden müssen, um die 
Grössen / zu geben, als Quadrate von gewissen symmetrischen Functionen der 
Wurzeln wesentlich positiv sind, so können sie bei allen Zeichenbestimmungen 
ausgelassen, oder die Y's statt der /s als Functionenreihe des Sturm’schen Satzes 


benutzt werden. Man kann ferner die Grössen Y entweder in Form von Summen 


ähnlich gebildeter Glieder schreiben, so dass 
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und in dieser Form sınd sıe von Siurrm selbst schon gebraucht worden, (vergl. 
weiter unten $. 13.), oder als Determinanten. Da diese letzteren nur die Potenz- 
summen der WVurzeln enthalten, also diejenigen symmetrischen Functionen, die 
nach den Combinationssummen als die einfachsten gelten, so wird auch die zweite 
Darstellung als die einfachere anzusehen sein. Wir haben demnach folgenden Satz: 
IV. Es sei f(x) = 0 eine Gleichung nten Grades ohne doppelte oder mehr- 
fache Wurzeln; man bezeichne die Summe ihrer zten Potenzen durch s;,, 


und bilde folgende Determinanten: 





. " “N 
Sn In+1 EEE S2n—2 S2n—1 d | 


dann giebt der Unterschied der Zeichenwechsel, welche diese Reihe für x = a 
mehr hat als für «=, wo 6>a, eben so wie im Sturm’schen Satze die An- 
zahl der zwischen a und 2 liegenden Wurzeln an. 

Sturm hat in seiner Anfangs citirten Abhandlung bemerkt, dass man aus 
seinem Satze leicht eine Regel zur Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln 
einer Gleichung ableiten könne. Da es sich nämlich in diesem Falle darum han- 
delt, für x die Werthe -—& und + & einzusetzen, so werden die Zeichenbe- 
stimmungen nur von den Coefficienten der höchsten Glieder abhängen. Bezeich- 
net man diese Coefficienten für /, V,,F,;, V,wmit 0, 01, 62, ++ ©. (wo also 
e=!r, und F = r,), so kommt man durch einfache Betrachtungen auf die von 
Sturm gegebene Regel, dass die Gleichung f(x) = 0 so viele Paare imaginärer 
Wurzeln besitzen muss, als Zeichenwechsel in der Reihe der Constanten vorkom- 
men. WVendet man dieselben Betrachtungen auf die Determinantenreihe des 
vorhergehenden Lehrsatzes an, so erhält man, wenn man erwägt, dass u = n 
und 1 gleiches Zeichen haben, folgenden Satz: 

V. Die Gleichung f(x) = 0 hat so viel Paare imaginärer Wurzeln, als die 


Determinantenreihe 


Ay 


31 





N I 
s - 


Abwechselungen hat. 
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Dieser specielle Satz ist nicht neu. Cayley hat im I1ten Bande des 
Liouville'schen Journals (Note sur les fonctions de Mr. Sturrn) Formeln angege- 
ben, aus welchen man ihn mit Hülfe der von Sturm gemachten Bemerkungen, 
ohne Weiteres hätte ableiten können. Zuerst ist er jedoch in obiger Form von 
Borchardt wirklich aufgestellt (Liowville, Tome XH, Developpements sur l’equa- 
ton & l’aide de laquelle on determine les inegalites seculaires du mouvement 
des planetes), und auf die bekannte Gleichung nten Grades angewendet worden, 
von welcher die quadratische und kubische zur Bestimmung der Axen einer Linie 
oder Fläche 2ten Grades specielle Fälle sind. Für jene Gleichung nten Grades 
sind, wie Borchardt zuerst gezeigt hat, sämmtliche Determinanten in 7 Summen 
von (uadraten reeller Grössen, also wesentlich positiv. Der Beweis dieser Eigen- 
schaft für die erste unsrer Determinanten war von demselben schon in einer frü- 


her erschienenen Abhandlung gegeben worden. (Band 30 dieses Journals, pg. 38.) 


$.11. 


Wollen wir, wie es die Sätze I und II verlangen, eine stets positiv blei- 
bende Function #(x) einführen, so zeigt Formel (10), dass die im vorigen Para- 
graph durchgeführte Rechnung sich sofort veraligemeinern lässt, wenn man als 
ersten Divisor 


1 
(19.) > If zu) 6z,) (x — x) (x er &%). “r (x — ir) 


anwendet. Multiplicirt man f(x) und die Summe (19) mit 
(a9 X...) &,)9(,). ...0(&%,); 


wodurch sıe ın 


übergehen, so sieht man, dass beide Ausdrücke zufolge (10) als Determinanten 
sich schreiben lassen, welche die Anwendung der Formel (16) gestatten; d. h. 


setzt man 


(20) S;= 0a) + 230 (&,) + ----- +x'0(«,) 
(21) IV, = 30 (2) (&,)---- (x) (a5 Lay +0) (RR) (RR) (RL) 
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Ay s, S, ».... Di 1 


| $, Pe rs er 96” 


und bezeichnet wiederum mit A, und «, die Coefficienten von a” und 2° in 


IV „, so hat man 


2) W.la + pp a1 -(-) Wa. 


A u. 


Eine fast wörtliche Wiederholung der Betrachtungen des vorigen Paragraph führt 

zu folgendem Satze: 
VI. Ist d(&) eine für reelle Werthe des x positiv bleibende rationale Func- 
tion, so giebt die Reihe der durch Formel (21) näher definirten Functio- 


nen /F, nämlıch 


FR, WW ,:,1; 


auf dieselbe Weise wie die Functionenreihe des Sturm’schen Satzes die 


Anzahl der zwischen zwei Gränzen liegenden Wurzeln von WW, = 0, 
oder /=0 an. 


$. 12. 


Eine einfache Bemerkung reicht hin, diese Rechnungen auf den Satz II 


auszudehnen, ın welchem als Divisor von / 
SI la) (© — 2,) (x — %;) 


genommen wird. Man hat offenbar 


Ta 


zn) I(zı, 2) 
BACH ACH] 
_ I; I “0.0 &n) (a, xg5, 


VERY RT 7 EN 


—_ I(zı, Eay +... Dr JIlaı, Ta) 


a) far)... 


er (2,5 TI ensetn) (21, Ta, 


dad. SP 
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Setzt man diese Ausdrücke in die Summenformeln für a ETF Pr. 
ein, und schreibt der Kürze halber 6,. 6,, -..-- für 6(x,),0(x,) ,--.... so hat man 
IV, =. 0 la Kar 2)(x — 2) (x — an) --..- (x — x,) 
e 1 
A n—1 — 6, 6, re 6, ö (% X, ne %n) = 9,.(f@,))° (x ge %,) ee (x 1. XL, 
7 N Ö (21; T3) 
dl n-3 — 6,6, son... 0,0 (X » Kay re T )3 0,6, RG LERTLCH) Ti Au &;) (2 2.) 
a We Ö( 19 a9 +. n ) 
F J 2 Run Ö, d,-....4,d(2,; Ta» vo... 2.) 3 0, 0,.. DB Afle VG, cr „pp z- En-ı)(7- -Tn) 
Ar Zu ’ __ ö(zı; 7a» ..... En-1) 
Fr 1 = Ö, O,.....0,0 (zı » Zay si En) Ola nl! (2,)f (23). Se — 7n) 
7 N )(z Zonweäss En) 
VW oO—=9,.... Be ai : er — 
öl: 010 (2: N 2a) 6, 6, ..... On(f (2) &;) ..... f (2n))” : 


Lässt man den gemeinschaftlichen Factor fort, und schreibt überall #(x) statt 


1 . . a ’ i 
fear hat man eine neue Reihe Functionen, für welche offenbar eine 


der Relation (22) ähnliche Formel gilt. Diess führt zu folgendem Satze: 
VI. Es seı 


ET BR RR a 
VD, = 24a) @-2n)...(0- 2. 

U,.= 242)0(@) (a, HA) 2)... (2 — 2,) 

RE BL ICHUICHLIEHLICENERT EEE) PERL C uE > 
OD, = 39(,)92)---- la) 2 na a 
De Eee 


Bezeichnet ınan die Coefficienten der beiden höchsten Potenzen von &£ 


in U, durch A, und «,, so ist 


’ PR. ha — halla- ka \%- 
23) U=(-% ZEN) U.-(-)U; 








und bedeutet # eine stets positiv bleibende rationale Function von , so 
können die Functionen U auf dieselbe Weise wie die Functionenreihe 
des Sturm’schen Satzes benutzt werden, um die Auzahl der zwischen 
zwei Gränzen liegenden Wurzeln von f(x) = 0 zu finden. 
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Man hat nur nöthig, die $. 10 gemachte Rechnung zu wiederholen, um 


ASER 
zu sehen, dass wenn man 77—- in einen Kettenbruch von der Form 


/n—l 


entwickelt, unter 9, 92, lineare Factoren verstanden, die Reihe der Reste, 
auf welche man dabei kommt, folgende wird: 


a ’ erh 2 
2 2 2 ı2 2 2 Tr 27 2 r a 
m [ n—2 ? { I n—3 9 “ 3 Ü n—4 9 he U n—5 9 l; u; nu U n—6 U. S. W., , wo E pn Br . 
” 


n—l 


Da aber jede Function g (.r) vom (n—1)ten Grade sich unter der Form 
I (an) (ar) (0—8,) darstellen lässt, so enthält das Vorhergehende die For- 


p(2). 
meln zur E ntwickelung eines Ausdrucks ! fa) in einen Kettenbruch. 


Nimmt man in VII #(z) =1 an, so werden U, und U,_, geradezu f(x) 
und f’(2); die übrigen Grössen U sind demnach von gewissen stets positiven 


Factoren abgesehen, den Resten /,. 7 ,, ----- F/. im Sturm'schen Satze eleich. 
g 2 Ä S 


Man hat also den Satz: 


VII. Es seı 


A, = (t—2,)(2 — 2) 
An-ı = 2 —2%)(2 — 25) 


An- 2(%,  — x)" (x — T,) 


=(t, — 2%) (2, — 23) (0, — 23)’ (2 — T,) 


Er (2) la — 2) ln in)? . 


Bezeichnet man den Coefficienten von x“ in X, mit \,, wo also 7, —=1, 


en co u in der im Siurm'schen Satze 


vorkommenden Reste 7,, 7, V „, folgendermaassen ausdrückbar: 


An— r 
x ME, = 2, 13 £ SIG, (= )x%.; 
n—?2 


An 


ri In au n 14 3 = 
F — RR x 7 ; r; = Be u. Ss. W 


man kann demnach in jenem Theorerne, statt der Grössen F, der Aus- 


drücke X sich bedienen. 








25. Joachimsthal, über den Sturm’schen Satz. 405 


Die Modificationen, welche man an den Sätzen IV bis VII anbringen 
muss, wenn einer der mit A bezeichneten Coefficienten verschwindet, ergeben 
sich ohne Mühe; wir haben um die Theoreme nicht zu schwerfällig zu machen, 


in denselben dieses speciellen Falles keine Erwähnung gethan. 


$.13. 


Indem ich durch Specialisirung von (x) in VII zu einem bekannten Satze 
gekommen bin, bleibt mir jetzt noch übrig von mehreren Arbeiten über den 
Sturm'schen Satz Rechenschaft zu geben, die mir bei meinen Untersuchungen 
von wesentlichem Nutzen gewesen sind. Ich genüge dieser Pflicht wissenschaft- 
licher Dankbarkeit um so lieber, als in gegenwärtigem Journale meines Wissens 
von jenen Arbeiten noch nicht die Rede gewesen, und das folgende dazu dienen 
dürfte, deutsche Leser auf jene in französischen oder englischen Journalen er- 
schienenen Abhandlungen aufmerksam zu machen. 

Herr Sylvester hat das für diese Theorie wesentliche Verdienst, die im 
Sturm’schen Satze vorkommenden Reste 75, F 3, +---- zuerst durch die Wurzeln 
von / = ausgedrückt zu haben. Im Decemberhefte des Philosophical Maga- 


zıne von 1839 hat er den Satz aufgestellt, dass so wie 


V=(r—o)(2 —r2)..... (e-2) ;— N = Ile —n)(r — 23)..... (r—r) , 


die Reste V;,; Vs -.... V. von gewissen wesentlich positiven Factoren abgesehen 
durch 
Zöd(rı, 2) (2 — 73)....- (E02) ; 2Zö(lrı 2; Ts) (2 — 24)..... (T-In)} ..... Hz, 2:..-Zu) 


dargestellt werden, (man vergleiche $. 12, VIII). Den in der Mittheilung des eng- 
lischen Mathematikers fehlenden Beweis hat Sturm selbst später gegeben (Liou- 
ville, Tome VII, Demonstration d’un theor&me d’algebre de Mr. Sylvester). Sind 
V und F/, zwei Ausdrücke vom resp. nten und n— lien Grade, die keinen ge- 
) ver V 
meinschaftlichen Factor haben, und verwandelt man den Bruch 7 nach der in 
1 
$.1 angegebenen Weise in einen Kettenbruch, so zeigt Sturm zuerst, dass jeder 


dabei vorkommende Rest 7, einer Gleichung genügt 


(24.) V,=V,ıM-VP:ı; 


wo F;, N, P; Ausdrücke bezüglich vom n—k, k—1 und k_ 2ten Grade 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIll. Heft 4. 54 
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sind; die Ausdrücke N, und P, sind ausserdem Zähler und Nenner des redu- 
cirten Kettenbruches 





1 
x U Bone rn 1 
1: 3 —..... _ 
gk-ı ? 
so dass N, == N=q N, 19a —1 u.$s. W 
P,=09 As1 PR,=4 u. 5. W 


— 20 (81 5 Rgy 24) (® — Kr) (8 — Kr2) (2 Xu) 
Y= 2d(z,, 2 ++ u) —- 2) — 2). (x — x.) 


gesetzt werden, eine Gleichung statt findet 
(25.) I /,Y- PB, 


wo Z eine Function des (k — 2)ten Grades ist. Weil die Ausdrücke 7, Y, Z be- 
züglich von demselben Grade sind als 7, N;, Px, so können sie sich von die- 
sen letzteren nur durch einen constanten Factor unterscheiden, der nachher 
durch eine einfache Rechnung weiter bestimmt wird. Die Formel (25) gestattet 
eine so einfache Verification, dass wir gleich den Beweis einer etwas allgemeine- 
ren Formel mittheilen wollen. Behalten wir die Bezeichnungen der vorhergehenden 


Nummern bei, und setzen demnach 


=(e — a) 0)... (1 10); Mı=39 (a — 2)... (2 —1,) 
U, = 0 de Old, Way Hr) (le — a) le — 2) la — 2oN) 
AT L FR HI (L5 Las ee) — La) (U — 42) spe (2 — x, 


so ist der Ausdruck des (n+k— 2)ten Grades /V U, — FV, durch V theil- 


bar. In der That wird für =r, 


V= 9, (0%). (ar) Urin = 9,05... IX.) RR) (ra). (er) 


IV; — 5 Ö, Ö, .... 0:6 (2, X, er RR) ($, a ı +2) ..... (x, .. %) 
= 9, (x, — a) u. (x — %,) 30,03 ---- 0; d (x, 9 Kyyreer x) (2, —2,) aned (2, —X}), 
also WU  - Wı=d. 


Da die in Rede stehende Function des a+k— 2ten Grades für jeden 
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Wurzelwerth von / = 0 verschwindet, so enthält sie 7 zum Factor, d. h. man 


hat 
(26.) IM’. = MV Un /Z s 


wo Z eine Function des (k —2)ten Grades bedeutet. Man schliesst hieraus, 
eben so wie Sturm es für die beiden speciellen Functionen 7’ und Y gethan hat, 


EEE ' 
dass wenn man den Bruch jy, !n einen Kettenbruch von der Form (3) entwickelt, 
1 


die Zähler der verschiedenen Näherungsbrüche, von constanten leicht zu bestim- 
menden Factoren abgesehen, den Ausdrücken U ($. 12) gleich werden. 

Sturm bemerkt in der oben citirten Abhandlung (Liouville, T. VII) dass 
die Zähler der Näherungsbrüche, eben so wie die Reihe der Reste V_ deren Bil- 
dung sein Satz verlangt, zur Bestimmung der reellen Wurzeln einer Gleichung 
gebraucht werden können. In der That, weil V\, = N,9,—N, ; N, = N; 9% — N; ... 
Na = N, —N,.-,, und \, =1, so können nie zwei auf einander folgende 
Grössen N, für denselben Werth des z verschwinden; und ıst N, = 0, für 
x = c, so haben N;,, und N;_, entgegengesetztes Zeichen. Ferner ist 


V Norı 
7 — r- a —— _—_ 
V„=V,N„—V P, und Al ZU 





woraus durch Elimination von V, 
N,+ı Vn 


r er Par N, — Na Pr ; 
Sind aber sämmtliche Theilzähler eines Kettenbruches = — 1, so ıst 


PN; —-NuP:;=+]1l; 
also 
V = NV, 


und da V, eine Constante, so haben V und N,,, dieselben Wurzeln. Da ferner 


Na+ı N, N.+ı N, Na+ı 


V 
V, er Pa+ı zu N, Pa+1 E\ 1 2 N,+1 Pı u 





so werden N,,, und N, für e— u einen Zeichenwechsel, für c+ u eine Zeichen- 
folge bilden, unter c eine reelle Wurzel von Y= 0 oder N,,ı = 0 verstanden; 
in der That wird der Nenner 1+ N,,,P, nur wenig von 1 unterschieden sein 
können, und daher das Product N, \,,, dasselbe Zeichen haben, wie der Quotient 


y. Aus allem diesem folgt, dass die Grössen N, oder auch die nur durch posi- 
r 


tive Factoren von ihnen sich unterscheidenden F’s 


54° 
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1; I(2z— a); Fölz,, 2) (rs) (222); «.... Ölzı> Lay eo. In) (T-22).-..-(2—rn) 


statt der Functionen F des Sturm'schen Satzes gebraucht werden können, 

Anm. Die schönen Untersuchungen Hermite’s, welche eine Ausdehnung 
des Sturm’schen Satzes auf Systeme von Gleichungen mit mehreren Variabeln 
enthalten und die derselbe in den Comptes rendus der pariser Academie im Aus- 
zuge bekannt gemacht hat, sind mit meinen vorhergehenden Untersuchungen in 
keinen Zusammenhange. Sollten in den durch eine neue Terminologie leider 
etwas schwer verständlichen Abhandlungen Herrn Sylvesters sich noch Resul- 
tate finden, welche mit denen gegenwärtiger Abhandlung übereinstimmen, so kann 
niemand bereitwilliger als ich selbst sein, die Prioritätsrechte des gewandten eng- 
lischen Analysten anzuerkennen. 


$.14. 


Sturm hat sowohl in seiner grösseren Abhandlung (Memoires presentes 
etc, Tom VII, $. 20) als auch in einer kurzen Notiz (Lioweille Tome VII, Note 
a l’occasion de larticle de Mr. Gascheau etc.) ein Princip erörtert, das bei der 
Untersuchung über die Realität der Wurzeln einer Gleichung häufig von Nutzen 
sein kann. Ich will ın diesem $. nach Sturms Angabe dasselbe erläutern, 
und in den folgenden Nummern eine Anwendung auf die Gleichung ma- 
chen, welche Gauss ın seiner Abhandlung über mechanische Quadratur aufge- 
stellt hat. 

Es sei V = 0 eine Gleichung nten Grades, welche auch gleiche Wurzeln 
haben kann; V, ein Ausdruck (n— 1)ten Grades, der mit V keinen gemeinschaft- 
lıchen Factor habe. Man bilde wie im Sturm’schen Satze die Reihe der Func- 
tionen 

(27.) a . aere Va; 
die Anzahl derselben ist höchstens n-+-J1, die letzte V,„ muss nach der Annahme 
über Fund V, eine Constante sein. Lässt man x von a bis 5 wachsen, so haben 
wir schon früher gesehen, dass nie zwei auf einanderfolgende Y’s gleichzeitig 
verschwinden können, dass das Verschwinden einer Zwischenfunction auf die 
Zahl der Zeichenwechsel ohne Einfluss ist, und endlich, dass eine Veränderung 
in dieser letzteren nur durch das Verschwinden von V hervorgebracht werden 


kann. Geht x durch einen Wurzelwerth von /=0, der nicht eine doppelte, 


vierfache, sechsfache u, s. w. Wurzel ist, so wird V dabei sein Zeichen ändern, 
der Anfang der Reihe / und 7, und damit die ganze Reihe, kann bei diesem 
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Durchgange einen Zeichenwechsel gewinnen oder verlieren, oder auch in dem 
erwähnten Falle 2m facher Wurzeln in Bezug auf die Zeichen keine Aenderung 
erfahren. Wächst demnach & von a bis Ö, so kann die Reihe so viele Zeichen- 
wechsel gewinnen oder verlieren, als Wurzeln zwischen @ und 6 sind — wobei 
jede vielfache nur einmal gezählt wird, — es kann auch der Gewinn und Ver- 
lust an Zeichenwechseln sich zum Theil compensiren; auf keinen Fall kann der 
Unterschied der Zeichenwechsel, die (27) für x = a mehr hat als für x = b, 
die Zahl der zwischen a und 5 liegenden Wurzeln übersteigen. 

Ein merkwürdiger, häufig vorkommender Fall ist folgender: 

Enthält die Reihe (27) genau na -+ 1 Functionen, wobei also 7; stets um 
einen Grad höher ist, als /’;,,, giebt ferner die Substitution «= a lauter Zeichen- 
wechsel, die Substitution © = 5 nur Zeichenfolgen, so sind die Wurzeln von 
F =0 sämmtlich reell und liegen zwischen a und 65. Denn da bei dem Ueber- 
gange von x = a bis x = b nn Zeichenwechsel verloren gegangen sind, so muss 
die Gleichung nach dem Vorigen in diesem Intervalle wenigstens n reelle Wur- 
zeln haben, da sie aber überhaupt nur z Wurzeln hat, so sind alle ihre Wur- 
zeln reell, liegen zwischen a und 6, und die Reihe (27) hat bei jedem Durch- 
gange des x durch eine Wurzel einen Zeichenwechsel verloren. Daraus folgt 
ferner, dass die Wurzeln sämmtlich einfache sind; im entgegengesetzten Falle 
würde die Anzahl der Zeichenwechsel kleiner als z sein müssen. Man sieht ausser- 
dem, dass bei dem in Rede stehenden Falle die Zahl der reellen Wurzeln von 
F =0, welche zwischen zwei beliebigen andern Gränzen a und ß liegen, ver- 
mittelst der Reihe (27) eben so wie im Sturm’schen Satze sich ergiebt. Da die- 
selben Betrachtungen auf die Gleichungen , =0,V,=0 u. s. w. anwendbar 
sind, so haben alle diese Gleichungen nur reelle Wurzeln. Aber noch mehr, 
sind ce und d zwei auf einander folgende Wurzeln von V=0, so müssen die 
Vorzeichen von V und P, fürx = c—ubis x = d-+u, wo u eine kleine posi- 


tive Grösse ist, den ın einem der beiden nachstehenden Tabellen bezeichneten 


Gang haben: 


€ a / vv 
-u + — -— + 
c Go 0 > 
c+Hu — — + + 
du + - 
d 0 + 0° — 
d+u + + 
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weil bei jedem Durchgange durch eine Wurzel zwischen 7 und Y, ein Zeichen- 
wechsel verloren gehen soll. Man sieht hieraus, dass zwischen c+u und d- u 
die Function 7, das Zeichen wechselt, also zwischen ce und d wenigstens eine 
Wurzel von 7, liegen muss. Da diess für jedes der n—1 Intervalle gilt, die 
von den n Wurzeln der Gleichung /=0 gebildet werden, so liegt in jedem sol- 
chen Intervalle eine und nur eine der n— 1 Wurzeln von /, =0. Eben so 
liegt zwischen je zwei Wurzeln von 7, = 0 eine Wurzel von /,=0 u. s. w. 
An beiden im Anfange des $ citirten Stellen spricht Siurm von einer 
Abhandlung, in welcher er die eben auseinandergesetzte Methode auf eine 
besondere Klasse von Gleichungen anwenden wolle; so viel ich weiss, ist dieselbe 


aber nıcht erschienen. 
$.15. 


den Gleichungen, auf welche die vorhergehenden Sätze anwendbar 
sind, gehört die Gleichung Y, = 0 oder (siehe $. 9) 


IS sa 4 | = 0 


a ee 7 


| 





m r » n 
Sn Sn! 2 fa A San 7 j 


ın welcher der Coefficient der höchsten Potenz x” gleich 


=) 8ı 


| 


| 
| 


ist. Nimmt man als ersten Divisor Y,_, und erwägt, dass bei der Bildung der 
Reste U,, P;, von wesentlich positiven Factoren derselben abgesehen wer- 


den kann, so wird in Folge der Gleichung (16) 


la va PR - ha-ı nl a u =) ( )Y 
r Yan se Kt ka-ı yo 


die Functionenreihe 27) in folgende übergehen : 


(28.) 2 b) ; Ad ’ 
vorausgesetzt, dass die Grössen A,9 An-ıs Ans *-Agg Aı sämmtlich von 0 verschie- 
den sind. Sind z. B. w die Anzahl Zeichenwechsel, welche die Reihe für z=a 














25. Joachimsthal, über den Sturm’schen Satz. 411 


darbietet, @’ diejenige, welche der Substitution & = 5 entspricht, so hat F, = 0 
wenigstens # (® — w') zwischen a und 5 liegende Wurzeln. 


Sind die Coefficienten X, , A,_1 +-::-Ay,A, aber nicht allein von 0 verschie- 
den, sondern auch sämmtlich positiv, so sind die Wurzeln der Gleichungen Y,—0, 
7... =9, Y,=0, sämmtlich reell, ungleich, und zwischen je zwei aufein- 


anderfolgenden Wurzeln von Y,—= 0 liegt eine Wurzel von Y;,=0. In der 
That, bei dieser Annahme hat (28) für «=—& nur Abwechselungen, für —=+& 
nur Zeichenfolgen, also sind die Betrachtungen in der zweiten Hälfte von $. 14 
auf (28) anwendbar. Für specielle Formen des Systems Grössen s werden sich 
zuweilen engere Grenzen für die Wurzeln finden lassen, als -& und +%; ich 
werde in dem nächsten $ einen solchen Fall erörtern. 


$. 16. 


Die von Gauss in seiner Abhandlung Methodus nova integralium valo- 
res per approxımationem inveniendi gelöste Aufgabe kann folgendermaassen 
gestellt werden: 

Man soll 27 Grössen 


und LiyKgye- In 


so bestimmen, dass, wenn unter p(x) eine beliebige Function des (2r —1)ten 
Grades verstanden wird, in aller Strenge die Gleichung stattfinde 


(29) pl) + px) +: -+a,p(x,) u hi (x) dx 
Setzt man y(x) =l+ıLx +1,80 + --.-. TE u 


und vergleicht in (29) die Coefficienten von /, /,, /, u.s.w., so erhält man 


a, +0 + ....4+04, —=1 
en 
OA, + 0,X, + RI + 0,7, > 3 
2 2 2 an 
(30 ) Aı X — 1053 X, — ..... + Ol, In — 3 
2n—1 2n—1 Feel um 1 . 
A, X, +%%X% + u... + 0,%, — 


Da die Grössen «a nur lineär vorkommen, so ist die Bestimmung der Quantitäten 


I die einzige Schwierigkeit. Setzt man 
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r + +---- +1, =pı 





so ıst bekanntlich 


n—1 


1-0 pP ta p- + Em=V0 

Er — 2” "pr + 2 "Pr —— 00,8 En, — 0 

u. S. W. 
Multiplicirt man also die (n+-1)te der Gleichungen (30) mit 1, die nte mit —p,, 
die (n— 1)te mit p,, u.s. w. endlich die erste mit = »,, und addirt dieselben, so 


fallen die Coefficienten a,, @,, ----- a, fort, und man erhält 
1 1 1 
(31.) na+l1 ra Ba ..... + ?n-ı 22m = 0. 


Verfährt man eben so mit der (n + 2)ten bis 2ten Gleichung in (30), so giebt 


diess 


1 1 


1 
(31*.) a Mi n TR“ BE 5 ERR 5— —. RR = 0; 


auf dieselbe Weise erhält man ferner 


1 1 a 


urEr Sk <. PER Hi , "Tre Ing FRE =9-1.4159m.} = 0 
ie . uch ıt-n,.!ı= 
(31**,) n+4 D, a Ya EWR = Pn-1:5 p ı 0 
- ) u + 1 41 1 Ba 
>n Pın— P2 5, er ZE Dans Fear Ka? D = 


Setzt man die aus den Gleichungen (31) sich ergebenden Werthe von p1 Pa ---- 


Pr in 
"MH... Fpartp=0 


ein, so erhält man die Gleichung, deren Wurzeln #7, 235 ----- x, sind. Die hier- 


aus hervorgehende Gleichung ıst natürlıch 











25. Joachimsthal, über den Sturm’schen Satz. 413 





ı 1 | 
| 1 3 Zr n 1 
1 
n 3 OEL re, Ka 
| 
a N Er 
Ri \ ee ur 
Be a, ae] 
wur wer Ze 2n a”) 


Gauss hat im 16'% $ seiner Abhandlung für n=2, und n=3 die Gleichung(32) 
direct berechnet; weil aber für grössere Zahlen dieser Weg zu beschwerlich wird, 


leitet er aus der in der Abhandlung über die hypergeometrische Reihe gegebenen 


1+t . 
Kettenbruchsentwicklung von logj_, eine Recursionsformel ab, um die Glei- 


chung (32) — oder genauer eine mit ıhr sehr eng zusammenhängende — für die 
folgenden Werther =4 , n=5 u. s. w. successive aufzustellen; schliesslich 
bestimmt Gauss die allgemeine Formel für ein beliebiges n durch Induction, und 
überlässt dem Leser die nach bekannten Methoden auszuführende Verification 
der Formel. 

Die eleganten und einfachen Resultate der Gaussschen Untersuchung sind 
von Jacobi in der ersten Abhandlung, welche er in diesem Journale publicirt hat, 
(Band I, pag. 301) auf eine überraschend leichte Weise hergeleitet worden. Er 
zeigt, dass von einem numerischen Factor abgesehen die Gleichung (32) mit 


d" (x? m x)" 
dx" 





(33.) —(. 
übereinstimmt, und folgert daraus, dass sämmtliche Wurzeln von (32) zwischen 
0 und 1 liegen. | 

Die Entwicklung, welche die Theorie der Determinanten seit Veröffentli- 
chung jener Arbeiten erfahren hat, gestattet es, ohne von dem schönen Jacobr- 
schen Resultate einen offenen oder versteckten Gebrauch zu machen, die Glei- 
chung (32) direct aufzustellen. Da dieselbe ausserdem nur ein specieller Fall von 
Y,„=0 ist, (vergl. $. 15) so wird man nach den von Sturm aufgestellten Prin- 
cipien die Realität und Lage der Wurzeln leicht bestimmen können. 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVIlI. Heft 4. 55 
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$. 17. 

Bekanntlich bleibt jede Determinante ungeändert, wenn man — um es 
kurz auszudrücken, — von einer spätern Horizontal- oder Verticalreihe eine frühere 
abzieht. Daraus erhellt, dass 
N ı . u Bi 3 a b,— b 

a+tb, f | | atb, (at+b,)(at+tb,) (atb,)(at+5,) 
a rg Fe bb _ bebe 
a,tb, a,tb;, a,tb, (a,+b,)(a,+b,) 2 (a,+b,)(a,+5,) 

















1 k i 2 1 1 2 b,—b, db, —bn 
a._ı tb, An. tb, 1/77 ı+b, an-ı tb, (a.-ıt+b,) (a.-ı+b,) (a.-ıtb,) (a.-ı+b,), 
_ Gb)... bin) 

(a+5,)(a, +,) (an-ı + b,) 


l 1 1 

















N‘, wo 


atb, 
1 | 0 BEL G— u 
a,t+b;, | (at+b,)(aı+b;) | 
a 4 | 0 d—(n—ı Ko a—-An-ı | 
an tb, | (a 7 b„) (An_ı pr bn)! 








| 
| 
wi 


er. lee) u 

(a+b,)(a+b;) (a + b,) _ 
wo N“ diejenige Determinante bedeutet, welche man aus I erhält, wenn man 
die 2-+1 Glieder der ersten Horizontal und Verticalreihe weglässt. Man kann 
N“ durch das eben angewendete Verfahren wieder um eine Ordnung erniedrigen 
u.s.w. Das leicht zu übersehende Endresultat ist folgendes: 


Setzt man f(x) = (x +b)(x + b,) (x + b,), und bezeichnet mit 


n(n—1 , j N P 
Ala, a,_,) das Product aller 2 2 Differenzen von je zwei der Grös- 


sen a, jede Differenz so genommen dass der Index des Minuendus entweder stets 
der grössere, oder stets der kleinere ist, und behält die einmal festgestellte An- 
nahme auch für 4(b,, ba, b„) bei, so ist 
Ja, aı, an) Abi, ba, 
34, u Aa 

Bi Sofa) .....SaM) 
Mit Hülfe dieser übrigens bekannten Formel (siehe z. B. Rosenhayn in Crelle 


Band 40, pg. 350) kann man folgenden Ausdruck nter Ordnung leicht berechnen 














SE 
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4 1 By BR 1 1 
| +5, = +1, o...0 b, Mi | a+b, a+b, so. a+l, 
FM 5. 1 | | : 
a Ka i 
| 2 TE Et ER 
1 1 ' 1 1 1 
| er 22000 an. | n— +b n— + na , hi + )n 
ER GE PET" Ye A An-ı ı An-ı "0, An tb 
ee. ı 1 Pre | 
tr =“ PR 
ER. 1 1 
= | a+b, ats, so... a+b, + ..... 
Aue 1 
Ant b, Ant b Br An—2 +b, 
De. 1 l 
ur ar antb, 
Zufolge (34) wird die rechte Seite 
x” Aka, a, .....An-2@n-ı) Aldızbay.....6n) __„_, Sa Ayray...@n-2,an)Mbıyba,-....0n) 
Ka)flaı).... Sl) Sa.) e Sofa)... Sm.) 
Setzt man (x—a) (e-a,)(27—-a,) ..(77a)= F(«) D 


und erwägt, dass wenn man in den Differenzen a,—a,, b;—b,, wie wir es von 


i 


jetzt ab ihun wollen, stets > k annimmt, 





4(a,0,G,----- A,_2;0n-1, 01) = I(Q,Q,,Q33:-:- Q,_3,0,-1) F' (a,) 
A(a, A) Qyy:-.-- Ay, An, d,) =—AQayQ 1503 ,--+- A,_2,@,) F‘(a,_,) U. S.w. ist, 
so wird der vorhergehende Ausdruck 
NMa,0,G.,....- An_1, An) Alb 3ba..... Du Jan si Lo ' 
aan. ale) CF Petr rar 
Um die Gleichung (32) in entwickelter Form zu haben, braucht man nur 
muB ; al, 3... a=n 
ei ei Sen, 
zu setzen; dadurch wird 
(a) = (n+1)(n-+2).-..-2n Fa,)=n.(n—])..... 2.1 
/(-,) = n.(n-+1).-..-(2n— 1) F'(a,‘) = —-(n—1)(n —2).....1.1 
(36.)\/ (9-2) = (n— l)n wuun (2 — 2) Fa.) = (n—2) (n—3)... 1.12 
fa) = 1.2... n Fa) = #1.2.3........... n, 


je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
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Bezeichnet man das Product der Zahlen 1.2.3..... a mit a!, so wird (35) 
folgender Ausdruck 


(a Dim daB). 211 nf „Qn)! at A—-D! 22 (2! 


36.) 3a -I@RD).... mr!” min! I R-Dia—DiTT.2 Dad” 





oder noch einfacher 
ER an n(n—1)? a”? ! . I(n-1)!(n-2)!(n-3)!...2111 ® 
(36.”) %, }a 1 TR -DRn-2) 12 Wohn _DIn-DI.....ni 








Die Bemerkung, dass A, wesentlich positiv und von 0 verschieden ist, 
reicht hin, um die Realität der Wurzeln von (32) zu beweisen. Eben so einfach 


beweist man auch, dass sammtliche Wurzeln zwischen O0 und 1 liegen. In der 


That, für x = 0, wird die Klammergrösse in (32) = a) der zufolge (36) gleich 


Fa) 

(—1)"; setzt man daher die Determinante in (32) gleich R,, so wird die Reihe 
We WER PR R,, R, 1 für ©=0 nur Abwechselungen haben. Für =1 
wird nach einem bekannten Satze die Klammergrösse = 1; die Reihe der R’s 
bietet also nur Zeichenfolgen dar; also sind die Wurzeln sämmtlicher Gleichun- 
sen R,= 0 reell, ungleich, und liegen zwischen 0 und 1; ferner ist zwischen je 


zwei Wurzeln von AR, = Ö eine Wurzel von R,_, = enthalten. 


Bekanntlich ıst nach (16) 


2 Undn—— An Un FE‘. 
Bo > n ken Fun—1 n Kn—1 n 
R u Bi (= x + 1. )- (2) RR. 
n 


wo der Werth von 3, in (36*) angegeben ist, und u, = an Setzt man 





R „war 1 49#a—1} 22 
„er Fa D 12" ? 








so dass A, = 1,Z, wird, so verwandelt sich die vorhergehende Formel in 


BB; 0 
— D’@n — 3) 





(37.) Z= Za- (x er 2) —4(2n Zu: 


Diese Recursionsformel verbunden mit den Werthen 


r BE [4 u. K ı 


lehrt unter andern, dass Z, nach Potenzen von&—! entwickelt, nur die nte, rr—2te 


u.s.w. enthalten wird; hieraus folgen andre bekannte Eigenschaften der Gleichung 
2.0, 
Halle, Mai 1854. 


m —. 


Druck der Petsch’schen Buchdruckerei in Berlin. 
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